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Mademoiselle Anna Sturm , propriétaire des OEuvres posthumes de son 
frère, et M. Mallet-Bachelier, éditeur, se réservent le droit de traduire ou 
de faire traduire cet Ouvrage en toutes langues. Ils poursuivront, en vertu 
des Lois, Décrets et Traités internationaux, toute contrefaçon ou tonte 
traduction faites au mépris de leurs droits. 

Le dépôt légal de cet Ouvrage (Tomd !*■') a été fait à Paris dans le mois 
de juin iSS;, et toutes les formalités prescrites par les Traités sont rem- 
plies dans les divers États avec lesquels la France a conclu des conventions 
littéraires. 



Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme ci- 
dessQus, la griffe de TÉditeur , sera réputé contrefait. Les mesures néces- 
saires seront prises pour atteindre, conformément à la loi, les fabricants 
et les débitants de ces exemplaires. 
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AVERTISSEMENT. 



Vers la fin de sa trop courte carrière, M. Sturm , 
cédant aux instances de ses nombreux amis, s'était 
décidé à publier ses Cours d'Analyse et de Méca- 
nique, Mais comme Tétat de sa santé ne lui permet- 
tait pas de se livrer aux soins multipliés qu'exige 
l'impression d'un livre de science, surtout dans une 
première édition, il avait bien voulu accepter mes 
bons office^pour la révision du texte et la correc- 
tion des épreuves. Élève de M. Sturm, honoré en 
toutes circonstances de ses précieux conseils et de 
son bienveillant appui, j'avais saisi avec empresse- 
ment cette occasion de lui témoigner ma reconnais- 
sance, lorsque sa mort vint interrompre l'entreprise 
à peine commencée, et me laissa seul chargé d'un 
travail que j'aurais été si heureux d'accomplir sous 
sa direction. 

Je dois maintenant à la mémoire de M. Sturm 
d'entrer dans quelques détails sur la manière dont 
j^ai compris l'exécution de ses dernières volontés. 

Le Cours d'Analyse, pour ne parler que de l'ou- 
vrage dont je publie aujourd'hui le premier volume, 
est la reproduction des Leçons faites par l'auteur à 
l'École Polytechnique, et rédigées en premier lieu 
par quelques élèves de cette École. Ces rédactions 
rendaient assez fidèlement, dans leur ensemble, la 
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VI AVERTISSEMENT. 

pensée de M. Sturm, et je les ai reproduites en grande 
partie ; mais, par suite de la rapidité avec laquelle 
elles avaient été composées, il s'y était glissé de nom- 
breuses fautes de calcul ou de langage, qu'il m'a fallu 
faire disparaître. A cet effet, je me suis servi des 
cahiers de M. Sturm, dans lesquels j'ai trouvé un 
programme très-détaillé de son Cours, et quelque* 
fois des théories entièrement rédigées par lui; j'ai 
profité en outre des corrections ou additions qu'il 
avait indiquées en marge de quelques exemplaires 
des feuilles lithographiées. Enfin, conformément à 
l'intention clairement manifestée par M. Sturm, j'ai 
supprimé de nombreuses répétitions indispensables 
dans un cours oral, mais inutiles dans un livre où 
elles peuvent être suppléées par des renvois. J'aurai 
atteint le but de ce modeste travail, si l'on retrouve 
dans le texte que je publie les qualités qui avaient 
fait une place si remarquable à M. Sturm parmi les 
professeurs. 

En terminant, je dois remercier mon ami M. Gr os^ 
professeur de mathématiques, qui a bien voulu re- 
voir avec soin les épreuves de cet ouvrage. Je lui 
ofire ici l'expression de ma reconnaissance. 

E. PROUHET» 
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NOTICE 

SUR 

LA VIE ET LES TRAVAUX 

DE M. Ch. STURM. 



Charles Stxjrm naquit à Genève , alors chef-lieu du dé- 
partement du Léman , le 6 vendémiaire an XII (29 sep- 
tembre i8o3 y. Sa famille, qui appartenait à la religion 
protestante , était originaire de Strasbourg et avait quitté 
cette ville vers 1760. Elle comptait probablement parmi 
ses ancêtres deux bommcs célèbres auxvi^ siècle, Jacques 
Sturm, président (statt-meister) de la république de 
Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette ville 
contre Charles-Quint, et Jean Sturm , humaniste , diplo- 
mate , théologien , dont le nom se trouve mêlé à toutes les 
querelles littéraires , politiques et religieuses de son épo- 
que. 

Le jeune Sturm montra de bonne heure des dispositions 
extraordinaires , et il obtint au collège de nombreux suc- 
cès dans toutes les parties de ses études. Il apprit avec 
une égale facilité les langues anciennes et modernes , la 
littérature, l'histoire. On nous a même rapporté qu'à 
douze ans il composait des vers qui décelaient beaucoup 
d'imagination et de sensibilité. Mais à mesure qu'il avan- 
çait en âge, il donnait une préférence de plus en phis 
marquée aux études scientifiques. 

M. Sturm quitta le collège en 1818 pour suivre les 
cours plus savants de l'Académie de Genève. Il y eut pour 
professeurs MM. J.-J. Schaub, le colonel (depuis géné- 
ral) Dufour et Simon Lhuilier. Ce dernier, géomètre 
éminent, avait pour son élève une vive affection et se plai- 
L a 
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sait à lui prédire un brillant avenir. Il eut le bonheur de 
vivre assez longtemps pour voir ses prédictions se réaliser. 

En 1819 , un grand malheur vint frapper M. Sturm et 
le mettre aux prises avec les nécessités de la vie. Son père 
mourut dans la force de l'âge, ne laissant aucune fortune 
à sa veuve et à quatre enfants, dont Charles était l'aîné. 
Pour venir au secours de sa mère qu'il aimait tendre- 
ment, M. Sturm, quoique bien jeune, se livra à l'en- 
seignement et commença par donner des leçons particu- 
lières. En 1823, il entra comme précepteur dans la 
famille de Broglie, où il fut chargé de l'éducation du frère 
de madame de Broglie , fils de la célèbre madame de Staël. 
Il demeura quinze mois dans cette respectable famille, 
dont il eut beaucoup à se louer. 

M. Sturm accompagna son élève à Paris , vers la fin de 
1823. En route, il lia connaissance avec un bibliothécaire 
de Dijon qui conduisait son fils à l'Ecole Polytechnique. 
Ces messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de 
GergonnCy où M. Sturm avait déjà inséré quelques bons 
articles. Quand ils apprirent le nom de leur compagnon 
de voyage , ils lui firent beaucoup de compliments et de 
politesses. A vingt ans , de pareilles rencontres, premières 
joies d'une célébrité naissante , ont un charme tout par- 
ticulier qui les fait compter parmi les plus grands bonheurs 
de la vie. 

M. Sturm aimait à se rappeler cette époque. Il était 
alors pauvre et presque inconnu. Mais il avait la conscience 
de sa force , et son existence modeste était embellie par 
l'espérance , ce bien souvent préférable au but le plus 
ardemment poursuivi. <c Je suis actuellement, écrivait-il 
à sa mère , en relation avec des hommes très- savants et 
très-distingués. Il faut tâcher de m' élever à peu près à 
leur niveau. » 

Ce premier séjour à Paris fut de courte durée. 
M. Sturm y revint un an après avec son ami d'enfance , 
M. Daniel Colladon, aujourd'hui professeur à l'Académie 
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de Genève et physicien distingué. De i8a5 à 1829, les 
deux amis vëcurent ensemble, mettant en commun leurs 
travaux, leurs espérances, leurs joies et leurs peines. Lé 
II juin 18^7, une haute distinction venait récompenser 
leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathé- 
matiques proposé par l'Académie pour le meilleur Mé- 
moire sur la compression des liquides. 

M. Sturm était venu à Paris avec une lettre de recom- 
mandation de M. Lhuilier pour M. Gerono» L eminent 
professeur accueillit le jeune mathématicien avec une 
cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une profonde 
reconnaissance, et lui procura des relations utiles^ 
MM. Ârago , Ampère et Fourier suivaient avec intérêt 
les travaux de M. Sturm et de son ami. Je n^ai pas be- 
soin de dire que les jeunes savants étaient obligés d'a- 
bandonner parfois la haute théorie pour des occupations 
moins relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la 
prévoyante amitié embrassait tous les détails, ne laissait 
échapper aucune occasion de leur envoyer des élèves. 

A cette époque , M, Fourier réunissait autour de lui 
quelques jeunes géomètres , dont la réputati(m commen- 
çait à se faire jour et qui ont tenu depuis ce qu'ils pro- 
mettaient alors. L'illustre savant les initiait à ses tra- 
vaux de prédilection et les entraînait dans la route où il 
avait fait de si importantes découvertes. M. Sturm subit 
l'heureuse influence de ce maître vénéré, dont il ne 
parlait jamais qu'avec émotion. H dirigea ses recherches 
▼ers la théorie de la chaleur et l'analyse algébrique. C'est 
en étudiant les propriétés de certaines équations difïeren- 
tiellesquise présentent dans un grand nombre de ques- 
tions de physique mathématique, qu'il trouva son fameux 
théorème. Cette découverte, publiée en 1829, fit sensa- 
tion et plaça son auteur au rang des premhers géomètres. 

M. Sturm accueillit avec joie la révolution de Juillet 
dans laquelle il crut voir l'avènement définitif d'une sage 
liberté. Cette révolution lui fut du moins favorable en 
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lui permettant d'entrer dans Flnstruction publique, dont 
sa qualité de protestant Tavait éloigné pendant la Restau- 
ration. La haute protection de M. Arago le fit nommer, à 
la fin de 1 830, professeur de Mathématiques spéciales au 
collège RoUin. 

C'est de cette époque que date son amitié avec M. Liou- 
ville, amitié qui a duré jusqu à sa mort. 

Le 4 décembre i834 9 P Académie des Sciences l'honora 
du grand prix de Mathématiques, qui devait, aux termes 
du programme, être décerné à Fauteur de la découverte 
la plus importante publiée dans les trois dernières an- 
nées. Le Mémoire couronné, déposé au Secrétariat le 
3o septembre i833, était relatif à la théorie des équa- 
tions. 

En i836, M. Sturm fut nommé membre de l'Acadé- 
mie des Scieuces, en remplacement de M. Ampère, par 
46 voix sur Sa votants. 

Entré à l'Ecole Polytechnique en i838, comme répé- 
titeur d'Analyse, M. Sturm devenait deux ans plus tard 
professeur à cette école. Dans la même année (1840), pré- 
senté en première ligne par le Cionseil académique et par 
la Faculté, il occupait la chaire de Mécanique laissée va- 
cante par la mort de Poisson. 

M. Sturm était, en outre, officier de la Légion d'hon- 
neur (1837) 9 niembre de la Société Philomathique , des 
Académies de Berlin (1 83 5) etdeSaint-Pétersboui^ (i836), 
dé la Société Royale de Londres (1840). Cette dernière lui 
avait décerné la médaille de Copley pour ses travaux sur 
les équations. 

M. Sturm se montrait digne de tous ces honneurs par 
son zèle à remplir ses diverses fonctions. Doué d'une con- 
stitution naturellement forte, il pouvait compter sur une 
longue carrière et de nouveaux succès. Malheureusement, 
vers i85i, sa santé subit une altération profonde par 
suite d'une trop forte application à des recherches diffi- 
ciles , et il fut obligé de se faire remplacer à la Sorbonne 
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et à l'Ecole Polytechnique. Il reprît ses Cours à la fin de 
i852 , mais il ne se rétablit jamais complètement. Malgré 
les soins de sa famille <jui relardèrent , mais ne purent 
arrêter les progrès du mal, il succomba le i8 décem- 
bre i855^ à l'âge de cinquante et UJi.ans. 

M. Sturm n'était pas seulemenrun homme de talent, 
c'était aussi un homme de cœur , bon pour sa famille , bon 
pour ses amis, dont le nombre était grand. ((J'ai beaucoup 
d'amis, » disait-il avec un naïf orgueil, et cette parole, qui 
chez tout autre aurait passé pour une exagération , était ri- 
goureusement vraie. A ceux que j'ai déjà cités, j'ajouterai, 
sans prétendre à une énumération complète, MM . Lejeune- 
Dirichlet, Ostrogradsky , Brassine, Cassanac, CataUn. 
M. Faurie, d'abord élève, devenu ensuite l'ami intime de 
M. Sturm, mérite une mention spéciale pour le dévoue- 
ment dont il a fait preuve dans les circonstances les plus 
pénibles. 

Dans sa prospérité , M. Sturm n'oubliait pas les jours 
difficiles et le généreux appui qu'il avait reçu de MM. Am- 
père, Fourier, Arago. Il se plaisait à venir en aide aux 
jeunes gens qui débutaient dans la carrière des sciences 
et il savait les obliger avec une délicatesse admirable. 

M. Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu'il 
ne connaissait pas ; mais quand sa timidité naturelle était 
vaincue , il révélait tout le charme d'un esprit fin et origi- 
nal. Il était passionné pour la musique des grands maîtres , 
et nous tenons de lui qu'à une époque où ses ressources 
étaient bien faibles, il s'imposait des privations afin de 
pouvoir entendre les chefs-d'œuvre de Rossini et de 
Meyerbeer. 

Comme professeur, M. Sturm se distinguait par la 
clarté et la /igueur. On lui doit beaucoup de démonstra- 
tions ingénieuses qui , répandues par ses élèves , ont en- 
suite passé dans des livres dont les auteurs ont presque 
toujours oublié de le citer. Mais il était riche, point avare 
et ne réclamait jamais. (( En ai-je assez perdu, disait-il. 
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en riant, de ces petits objets ! et combien peu m'ont été 
rapportés par d'honnêtes ouvriers ! A la longue, cepen- 
dant, le total peut faire , comme on dit, une perte consé- 
quente. » 

Les qualités de M.Sturm étaient bien appréciées par la 
jeunesse intelligente qui suivait ses leçons. « On admirait, 
dit Uun de ses élèves (*) , ( et j'ajouterai : Ton aimait) cet 
homme supérieur s'étudiant à s'effacer, pénétrant dans 
l'amphithéâtre avec une timidité excessive, osant à peine 
regarder son auditoire. Aussi le plus religieux silence ré- 
gnait-il pendant ses leçons, et on pouvait dire de lui 
comme d'Andrieux, qu'il se faisait entendre à force de se 
faire écouter, tant est grande l'influence du génie! » 

Enfin , pour achever de faire connaître l'homme éminent 
que nous venons de perdre , nous citerons encore les pa- 
roles touchantes prononcées sur sa tombe par M. Liou- 
ville, le jeudi 20 décembre 1 855. 

« Messieurs, 

» Le géomètre supérieur, l'homme excellent dont nous 
accompagnons les restes mortels , a été pour moi , pen- 
dant vingt-cinq ans, un ami dévoué; et par la bonté 
même de cette ami lié ^ comme par les traits d'un caractère 
naïf uni à tant de profondeur, il me rappelait le ms ître 
vénéré qui a guidé mes premiers pas dans la carrière des 
mathématiques , l'illustre Ampère. 

» M. Sturm était à mes yeux un second Ampère : can-r 
dide comme lui , insouciant comme lui de la fortune et des 
vanités du monde*, tous deux joignant à l'esprit d'inven- 
tion une instruction encyclopédique ; négligés ou même dé- 
daignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais 
exerçant une haute influence sur la jeunesse des écoles , 
que le génie frappe *, possédant enfin , sans l'avoir désiré, 
sans le savoir peut-être, une immense popularité. 

(*) M. Re(jray-Belmy, ancien élève de l'École Polytechnique. Voirie 
Sièclu du 3o décembre i855. 
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» Prenez au hasard un des candidats à notre Ecole Poly* 
technique , et demandez >lui ce que c'est que le théorème 
de M. Sturm : vous verrez s'il répondra! La question 
pourtant n'a jamais été exigée par aucun programme : 
elle est entrée d'elle-même dans renseignement, elle s'est 
imposée comme autrefois la théorie des couples. 

» Par cette découverte capitale, M. Sturm a tout à la 
fois simplifié et perfectionné , en les enrichissant de résul- 
tats nouveaux , les éléments d'algèbre. 

)> Ce magnifique travail a surgi comme un corollaire 
d'importantes recherches sur la mécanique analytique et 
sur la mécanique céleste , que notre confrère a données , 
par extrait seulement , dans le Bulletin des Sciences de 
M. Férussac. 

» Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations 
différentielles et à différences partielles, propres aux 
grands problèmes de la physique mathématique , ont été 
du moins publiés en entier grâce à mon insistance. « La 
» postérité impartiale les placera à côté des plus beaux Mé- 
» moires de Lagrange » (*). Voilà ce que j'ai dit et im- 
primé il y a vingt ans , et ce que je répète sans craindre 
qu'aujourd'hui personne vienne me reprocher d'être trop 
hardi . 

)) M. Sturm a été le collaborateur de M.Colladon dans 
des expériences sur la compressibilité des liquides que 
l'Académie a honorées d'un denses grands prix. 

» Nous lui devons un travail curieux sur la vision, un 
Mémoire sur l'optique, d'intéressantes recherches sur la 
mécanique , et en particulier un théorème remarquable 
sur la variation que la force vive éprouve lors d'un chan- 
gement brusque dans les liaisons d'un système en mou-^ 



(*) M. Liouville s'exprimait ainsi dans un Mémoire lu à VAcadémie des 
Sciences le i4 décembre i836, et cependant M. Sturm était son concurrent 
pour la place vacante par le décès d'Ampère. Un pareil fait , assez rare 
dans Thistoire des luttes académiques, porte ayec lui son éloge. 
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yement. Quelques articles sur des points de détail ornent 
nos recueils scientifiques. 

» Mais , bien qu'il y ait de quoi suffire à plus d'une ré- 
putation dans cet ensemble de découvertes solidement 
fondées et que le temps respectera , les amis de notre con- 
frère savent que M. Sturm est loin d'être là tout entier, 
même comme géomètre. Puissent les manuscrits si pré- 
cieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver 
intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle 
ne déparera pas les chefs-d'œuvre que nous avons tant 
admirés. 

)) L'originalité dans les idées, et, je le répète, la solidité 
dans Texécution , assurent à M. Sturm une place à part, 
n a eu de plus le bonheur de rencontrer une de ces vérités 
destinées à traverser les siècles sans changer de forme, et 
en gardant le nom de l'inventeur , comme le cylindre et 
la sphère d'Archimède. 

» Et la mort est venue nous l'enlever dans la fleur de l'âge ! 
Il est allé rejoindre Abel et Gallois , Gôpel , Eisenstein , 
Jacobi. 

» Ah! cher ami, ce n'est pas toi qu'il faut plaindre. 
Echappée aux angoisses de cette vie terrestre, ton âme 
immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu , 
et ton nom vivra autant que la science. 

)) Adieu, Sturm, adieu. )> 



î^léTE BIBLIOGRAPfflQUE DES TRAVAUX DE M. STURM. 



ANNALES nE MAT^ÉMATIQUES UE GEEGONNE. 

1. Tome Xni (182 2 -^q3), page 289. — Extension du 
problème des courbes de poursuite» 

Solution d'une question proposée par le rédacteur. 

2. Ibid., p. 3i4. -r Déterminer en fonction des côtés 
d'un quadrilatère inscrit au cercle : i*^ l'angle de deux 
côtés opposés^ tP V angle des diagonales. 
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3. Tome XIV (1823-24), p. i3. — Étant donnés trois 
points et un plan, tromper dans ce plan un point tel, que 
la somme de ses distances aux trois points donnés soit un 
minimum. 

M. Sturm , sans résoudre le problème par des formules 
explicites , démontre , à l'aide de considérations emprun- 
tées à la mécanique , plusieurs propriétés du point cher- 
ché. Il généralise ensuite le problème. 

4. Ibid.y p. 17. — Démonstration analytique de deux 
théorèmes sur la lem,niscate. 

Démonstration de deux théorèmes énoncés par M. Tal- 
bot , concernant l'excès fini de Tasymptote d'une hyper- 
bole équilatère sur le quart de cette courbe. 

5. Ibid,, p. 108. — Recherches analytiques sur une classe 
de problèmes de géométrie dépendants de la théorie des 
maxinjta et des minima. 

Maximum et minimum d'une fonction des distances 
d'un point variable à d'autres points dont les uns sont 
fixes 5 les autres assujettis à se trouver sur des courbes ou 
sur des surfaces données. 

6. Ibid.y p. 225. — Démonstration de deux théorèmes 
sur les transi^ersales. 

7. Ibid.^ p. 286. — lÂeu des points desquels abaissant 
des perpendiculaires sur les côtés d*un triangle et joi- 
gnant les pieds de ces perpendiculaires y on obtienne un 
triangle d *aire constante. 

8. Ibid,^ p. 3o2. — Recherche de la surface courbe de 
chacun des points de laquelle menant des droites à trois 
points fixes, ces droites déterminent sur un plan fixe les 
sommets d'un triangle dont Taire est constante, 

9. Ibid.y p. 38 1 . — Courbure d'unfilflexible et inex- 
tensible dont les extrémités sont fixes et dont tous les points 
sont attirés et repoussés par un centre fixe ^ suivant une 
fonction déterminée de la distance* 

40. Ibid,, p. 390. — La distance entre les centre^ des 
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cercles inscrit et circonscrit à un triangle est moyenne 
proportionnelle entre le rayon du circonscrit et V excès 
de ce rayon sur le diamètre de V inscrit, 

M. Tome XV (1824-25) , p. 100. — Démonstration de 
quatre théorèmes sur V hyperbole. 

42. Ibid.y p. 2o5. — Recherches sur les caustiques. 

Cas où la lîgae réflëcliissante ou séparatrice de deux 
milieux est une circonférence. Propriétés des ovales de 
Descartes. 

Ce Mémoire est le seul morceau de Géométrie que nous 
ait laissé M. Sturm et montre ce qu'il aurait pu faire 
dans ce genre s'il l'avait cultivé. 

id.Ibid.,^. 25o. — Théorèmes sur les polygones régu- 
liers. 

Démonstration et généralisation d'un théorème de Lhuî- 
lier. 

44. Ibid.y p. 309. — Recherches analytiques sur les po- 
lygones rectilignes plans ou gauches. 

45. Ibid.j]^. 238. — Recherches d^ analyse sur les caus- 
tiques planes. 

Relations entre les longueurs des rayons incidents et 
réfractés correspondants , prises , l'une et l'autre , depuis 
le point d'incidence jusqu'à ceux où ces rayons touchent 
leurs caustiques respectives. Rectification des caustiques 
planes. 

46. Tome XVI, p. 265. — Mémoire sur les lignes du se- 
cond ordre. (Première partie. ) 

Propriétés des coniques qui ont quati*e points com- 
muns. Pôles et polaires. Théorèmes de Pascal et de Brian- 
chon. 

\ 7. Tome XVII , p. 177. — Mémoire sur les lignes du 
second ordre. (Deuxième partie.) 

On y trouve les deux théorèmes suivants qui sont une 
généralisation de celui de Desargues : 

Quand deux coniques sont circonscrites à un quadri- 
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il 



latère, si Von tire une transi^ersale quelconque qui ren- 
contre cette courbe en quatre points et deux côtés op-- 
posés du quadrilatère en deux autres points, ces six 
points seront en inuolution. 

Quand trois coniques sont circonscrites à un même 
quadrilatèrey une transi^ersale quelconque les rencontre 
en six points qui sont en involution. 

BULLETIN DES SCIENCES DE FÉRTïSSAC. 

M. Sturm a rédigé en 1829 et i83o la partie mathéma- 
tique de ce Bulletin , 

18. Tome XI ( 1829), p. 419- — Analyse d'un Mé- 
moire sur la résolution des équations numériques. (Lu à 
l'Académie des Sciences le i3 mai 1829.) 

Ce Mémoire contient le fameux théorème de M. Sturm. 
La démonstration en a paru pour la première fois dans 
Y Algèbre de MM. Choquet et Mayer (1" édition, i832). 
M. Sturm a donné dans le même ouvrage une démonstra- 
tion plus simple que celle de M. Cauchy, du théorème 
que toute équation algébrique a une racine. 

Voici comment M. Sturm parle de ses obligations en 
vers M. Fourier : « L'ouvrage qui doit renfermer l'en- 
semble de ses travaux sur l'analyse algébrique n'a pas 
encore été publié. Une partie du manuscrit qui contient 
ces précieuses recherches a été communiquée à quelques 
personnes. M. Fourier a bien voulu m'en accorder la 
lecture, et j'ai pu l'étudier à loisir. Je déclare donc que 
j'ai eu pleine connaissance de ceux des travaux inédits de 
M. Fourier qui se rapportent à la résolution des équa- 
tions, et je saisis cette occasion de lui témoigner la recon- 
naissance dont ses bontés m'ont pénétré. C'est en m'ap- 
puyant sur les principes qu'il a posés et en imitant ses dé- 
monstrations que j'ai trouvé les nouveaux théorèmes que 
je vais énoncer. » 

19. /i/J.,p. 4^2. — Extrait d'un Mémoire présenté 
à V Académie des Sciences (1" juin 1829). 
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Extension du théorème de Fourier et de celui de Des- 
cartes aux équations de la forme 

Aa?« +Bx^-+-. ..= 0, 

dans lesquelles a, ^ , y,... sont des nomhres réels quel- 
conques. 

A la fin de cet extrait , M. Sturm énonce quelques théo- 
rèmes relatifs au mouvement de la chaleur dans une 
sphère ou dans une barre. Us devaient faire partie d'un 
Mémoire qui parait n'avoir jamais été rédigé. M. Liou- 
ville les a démontrés très -simplement dans son Cours du 
Collège de France (a® semestre i836). Ce Cours, consa- 
cré à l'analyse des travaux de M. Sturm , nous a été très- 
utile pour la composition de cette Notice. 

20. Ibid.y p. 273. — Note présentée à V Académie 
(8 juin 1829). 

Réalité des racines de certaines équations transcendan- 
tes. Sur les coefficients des séries qui représentent une 
fonction arbitraire entre des limites données. 

Cette Note a été refondue dans d'autres travaux de l'au- 
teur. 

21. Tome XII (1829), p. 3x4. — Extrait d'un Me- 
moire sur V intégration d'un système adéquations diffé- 
rentielles linéaires , (Présenté à l'Académie des Sciences 
le 27 juillet 1829.) 

Elude des racines des équations qui se présentent dans 
l'intégration d'un système d'équations linéaires. Nombre 
de ces racines comprises entre deux limites données. 

Cet extrait , fort étendu , peut tenir lieu du Mémoire 
lui-même. Dans une note, l'auteur avertit que les con- 
clusions d'un Mémoire précédent [voir plus haut n^ 19) 
s'étendent à un grand nombre d'équations transcen- 
dantes. 

JOURNAL DE M. LIOU VILLE. 

22. Tome I (i836) , p. 1 06. — Mémoire sur les équa- 
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tions différentielles linéaires du second ordre, (Lu à 
r Académie des Sciences le 3o septembre i833.) 

Très-beau Mémoire dans lequel les propriétés des 
fonctions qui satisfont à une équation différentielle sont 
étudiées sur cette équation même. 

Une analyse de ce Mémoire a paru dans le journal 
Y Institut àvLQ novembre i833« Le même journal, dans 
le numéro du 3o novembre, contient une Note de 
M. Sturm, qui complète sa théorie. 

23. Jbid,,^, 278. — Démonstration d'un théorème de 
M. Cauchf. (En commun avec M. Liouville.) 

Théorème sur le nombre des points-racines renfermés 
dans un contour donné. 

24. Ibid.y p. 290. — Autres démonstrations du même 
théorème. 

25. Ibid.y p. 373. — Sur une classe d^équations à 
différentielles partielles. 

Equations de la forme 

du dx 

^ dt dx 

Complément du Mémoire n^ 22. 

[J^oir aussi Comptes rendus y t. IV, p. 35.) 

26. Tome II , p. aao. — Extrait d'un Mémoire sur le 
développement des fonctions en séries, etc. (En commun 
avec M. Liouville.) 

(Fb/'r aussi Comptes rendus, t. IV , p. 676.) 

27. Tome III, 357. Mémoire sur l'optique . 
Surfaces caustiques formées par des rayons lumineux 

émanés d'un point et qui éprouvent une suite de réfrac- 
tions ou de réflexions. 

28. Tome VI, p. 3 1 5, — Note à l 'occasion d'un article 
de M. Delaunaj sur la surface de révolution dont la 
courbure moyenne est constante. 
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29. TomeVn,p. 182. — Note à V occasion d'un arti*- 
de de M* Gascheau sur l 'application du théorème de 
M. Sturm aux transformées des équations binômes, 

30. Jbid,^ p. 345. — Note sur un théorème de 
M. Chasles. 

Démonstration nouvelle de ce théorème : Un canal in- 
finiment petit dont les arêtes curvilignes sont des trajec- 
toires orthogonales aux surfaces de niveau relatives à un 
corps quelconque, intercepte sur les surfaces de niveau des 
éléments pour lesquels Tattraclion exercée par le corps a 
la même valeur. 

31. Ibid.y p. 356. — Démonstration dtun théorème 
d'algèbre de M. Syl\^ester. 

Ce beau théorème complète celui de M. Sturm en don- 
nant la manière dont les différents restes ^se composent 
avec les facteurs simples de l'équation proposée. 

COMPTES RENDUS DE l' ACADÉMIE DES SCIENCES. 

32. Tome IV, p. 720. — Note sur un théorème de 
M. Cauchy relatif aux racines des équations simultanées. 
(En commun avec M. Liouville.) 

33. Tome V, p. 867. — Rapport sur un Mémoire de 
M. Braisais concernant les lignes fonnées dans un plan 
par des points dont les coordonnées sont des nombres 
entiers, 

34. Tome VJI , p. 1 1 43 . — Rapport sur deux Mémoires 
de M. Blanchet relatifs à la propagation et à la polari- 
sation du mou\fement dans un milieu élastique. 

35. Tome VIII , p. 788. — Note relatii^e à des remar- 
ques critiques sur les trav^aux de M, Lious^ille contenues 
dans un Mémoire de M, Libri. 

36. Tome XIII, p. 1046. — Mémoire sur quelques pro- 
positions de mécanique rationnelle, 

(i Si les liaisons d'un systènre de points matériels en 
mouvement sont changées dans un intervalle de temps 
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trèsf-court, la somme des forces vives acquises avant cet 
intervalle surpassera celle qui aura lieu immédiatement 
après d'une quantité égale à la somme des forces vives cor- 
respondantes aux vitesses perdues dans le passage du pre- 
mier état du système au second. » 

37. Tome XX, p. 554, 76^ ^t 1228. — Mémoire sur 
la théorie de la vision. 

L'auteur explique comment la vision peut être distincte 
à diverses distances. Les rayons émanés d'un point, après 
avoir traversé les milieux inégalement réfringents qui 
constituent l'œil, forment une surface caustique. Pour 
que la vision soit distincte , il suffit qu'une partie de cette 
caustique, qui se réduit presque à une ligne mathématique 
et dans laquelle les rayons sont plus condensés que par- 
tout ailleurs , vienne rencontrer la rétine. 

38. Tome XXVI, p. 658. — Note sur V intégration des 
équations générales de la dynamique. 

Théorèmes d'Hamilton et de Jacobi. 

39. Tome XXVIII , p. 6Q. — Bapport sur un Mémoire 
de M. i. Wantzel ayant pour titre : Théorie des diamè* 
très reclilignes des courbes quelconques. 

MÉMOIRES DES SAVANTS ÉTRANGERS. 

40. Tome V (i834), p- 267. — Mémoire sur la com-- 
pression des liquides, (En commun avec M. GoUadon.) 

Ce Mémoire a remporté le grand Prix de Mathémati- 
ques en 1827. Il a aussi été publié dans les Annales de 
Chimie et de Physique y t. XXII, p. 11 3. 

41 . Tome VI ( 1 835 ) , p. 271. — Mémoire sur la résolu- 
tion des équations numériques, ( Voir plus haut n** 18.) 

NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES. 

42.TomeX (i85i) , p. 419. — Sur le mouvement d'un 
corps solide autour d'un point fixe. 

COURS DE l'école POLYTECHNIQUE. 

43. Cours d'Analysede V École Polytechnique; 2 vol. 
in-8, 1857. 
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44. Cours de Mécanique de V École Polytechnique et 
dé la Faculté des Sciences ^ 2 vol. în-8 (sous presse) . 

MANUSCRITS. 

45. Un Mémoire très-ëtendu sur la communication de 
la chaleur dans une suite de "vases, 

46. Un Mémoire sur les lignes du second ordre, dont 
les dix premiers paragraphes seulement ont paru dans les 
Annales de Gergonne.(Voir plus haut n°* 16 et 17.) 

Ces deux Mémoires sont en état d'être imprimés , et 
M. Liouville a bien voulu se charger de leur publica- 
tion. 

Les autres papiers de M. Sturm contiennent des cal- 
culs relatifs à des Mémoires déjà publiés , à des extraits 
de ses lectures, et enfin à des recherches particulières sur 
les équations. La plupart de ces calculs n'étant accom- 
pagnés d'aucun discours , il est très-difficile de suivre la 
pensée de l'auteur. On donnera des extraits de ce qu'une 
patiente investigation y fera découvrir d'intéressant. 



E, Prouhet. 
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COURS 

D'ANALYSE. 

CALCUL DIFFÉRENTIEL. 



PREMIÈRE LEÇON. 



Définitions préliminaires. — Méthode des limites. — Origine et but du 
calcul diiïérentiel. — Fonction dérivée. — Différentielle. 



DÉFIHITIOÏVS PHÉLlMINAlUBS. 

1. Avant d'exposer, le but et les principes du calcul 
différentiel, il est nécessaii*e d'établir quelques notions 
préliminaires. 

On appelle variable une quantité qui prend successi- 
vement différentes valeurs , et constante celle qui con- 
serve une valeur fixe dans le cours d'un même calcul. La 
nature de la question dont on s'occupe indique quelles 
sont les quantités variables et les constantes. 

2. Quand les valeurs successives d'une quantité va- 
riable dépendent suivant une certaine loi de celles que 
prend une autre variable , la première est dite une fonc- 
tion de la seconde. On peut affirmer que deux quantités 
qui varient ensemble sont fonctions l'une de l'autre , lors- 
qu'on sait qu'à chaque valeur de l'une d'elles correspond 
une valeur déterminée de l'autre, quand même la rela- 
tion qui existe entre elles ne serait pas connue ni même 
susceptible d'être exprimée analytiquement. 

3. On nomme variable indépendante celle à laquelle 
on donne des valeurs arbitraires , ei fonction la variable 
qui prend des valeurs correspondantes. Ainsi Faire d'un 

I. I 
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2 COURS D ANALYSE. 

cercle, "d'une sphère, est fonction de son rayon; le temps 
de Foscillation d'un pendule est fonction de sa longueur. 

Une quantité peut être fonction de plusieurs variables 
indépendantes \ par exemple, levolumed'un cylindre droit 
à base circulaire est fonction de sa hauteur et du rayon 
de sa base. 

Les quantités variables sont ordinairement représentées 
par les dernières lettres de l'alphabet x^ y^ z , etc. ; les 
constantes le sont par les premières a, i, c, etc. 

Quand on veut indiquer différentes fonctions d'une va- 
riable X sans en spécifier la nature, on emploie les sym- 
bolesy (x), (f (x), F (x), etc. Si l'on donne à jeune va- 
leur particulière a , le résultat de la substitution de a à 
la place de x dsLnsf[x) est indiqué par/* (a). 

On représente les fonctions de plusieurs variables par 
les notations 

On indique par/ (a, i, c), 9 (a, i, c), F («, 5, c) les 
résultats que l'on obtient lorsqu'on met a , £ , c à la place 
de X, j, z dans ces fonctions. 

4. La relation qui existe entre une fonction d'une 
seule variable et cette variable peut être représentée géo- 
métriquement. 

Il suffit pour cela de considérer x comme une abscisse 
variable et j comme l'ordonnée correspondanle de la 
courbe plane définie par l'équation 

r=/W- 

Ordinairement cette courbe est continue , c'est-à-dire 
que , pour des valeurs de x qui varient par degrés insen- 
sibles , l'ordonnée varie aussi par degrés insensibles 5 y 
est alors nue fonction continue de x. 

On peut de même représenter par une surface une 
fonction de deux variables indépendantes 5 mais une fonc- 
tion de trois, de quatre, ou d'un plus grand nombre de va- 
riables indépendantes , n'est pas susceptible d'une repré- 
sentation géométrique. 
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PtlBMIÈnE LEÇON. 3 

5. tJne fonction est dite explicite quand elle est expri- 
mée immédiatement au moyen de la variable ou des va- 
riables dont elle dépend, de sorte qu'on peut obtenir sa 
valeur en efTectuant sur ces variables certaines opérations 
indiquées avec précision. Ainsi 

sont des fonctions explicites de x. 

On nomme fonctions implicites celles qui sont liées aux 
variables dont elles dépendent par des équations non ré- 
solues ou par des conditions quelconques qui ne sont pas 
exprimées \ telle est y dans Téquation 

J* — 2 Xf -h 2 X* — fl' =: o. 

La fonction deviendra explicite si Ton tire sa valeur de 
l'équation , et Ton aura 

LIMITES. 

6. Quand les valeurs successives d'une quantité va- 
riable approchent indéfiniment d'une quantité fixe et dé- 
terminée 5 de manière à n'en cUffëror qu aussi peu quon 
voudra y cette quantité fixe est dite la limite des valeurs 
de la variable. Citons quelques exemples. 

La surface d'un cercle est la limite vers laquelle tendent 
les aires d'une suite de polygones réguliers inscrits quand 
le nombre des côtés devient de plus en plus grand. En 
effet, on démontre en Géométrie que Taire d un poly- 
gone régulier inscrit dans un cercle peut différer de l'aire 
de ce cercle d une quantité aussi petite que Ton voudra , 
pourvu que le nombre des côtés soit suffisamment grand. 
Il faut bien remarquer qu'il n'est pas nécessaire pour cela 
de démontrer que l'aire du polygone régulier inscrit va 
constamment en augmentant avec le nombre de ses côtés. 

De même , si l'on considère un arc et son sinus , le rap- 
port 7 toujours plus petit que l'unité, peut en diffé- 

!.. 
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4 COURS d'analyse. 

rer aussi peu qu on le voudra , pourvu que l'on donne à 

cet arc des valeurs suffisamment petites. Donc la limite 

sîn ce 
de est Tunîté, quand x décroît. 

Ou remarquera bien encore ici qu'il n est pas néces- 
saire de démontrer, et même on ne le démontre pas 

,. . , sin ^ 
ordinairement, que le rapport va en augmentant 

continuellement quand .r, plus petit qu'un quadrant, di- 
minue indéfiniment. 

7. Les fonctions qui se présentent sous la forme - pour 

une certaine valeur de la variable ont souvenl des limites. 

sin X 

X 



Nous en avons un exemple dans le rapport » qui de- 
vient - pour X = o , et qui a pour limite l'unité. De même 
r expression 



,r=» — «5 



se présente pour x = « sous la forme — Toutefois , si 

l'on donne à x des valeurs différentes de a, mais qui s'en 
approchent successivement , les valeurs de y sont déter- 
minées et égales d'ailleurs aux valeurs de l'expression 

'ici . 



Or, à mesure que x s'approche de plus en plus de a , cette 
dernière expression diffère de moins en moins de 

3 a a 

2a — — ou -• 

2 2 

La limite des valeurs de r est donc -• 
^ 2 

8. Une quantité variable peut s'approcher indéfini- 
ment d'une limite en restant toujours plus petite ou plus 
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PREMIERE LEÇOiN. 3 

grande que cette limite; mais il peut se faire aussi qu une 
quantité variable devienne alternativement plus grande 
et plus petite que la limite vers laquelle elle tend , en os- 
cillant, pour ainsi dire, de part et d'autre. 

sm X 
Ainsi le rapport tend vers zéro quand x croit in- 
définiment. En même temps, toutes les fois que a: devient 
égale à un multiple delà demi-circonférence, de- 
vient o, et change de signe. 

9. Si deux quantités qui varient simultanément res- 
tent constamment égales entre elles dans tous les états 
de grandeur par lesquels elles passent, et si l 'on sait que 
l'une d'elles tend vers une limite, il est éi^ident que 
l'autre tend aussi vers la même limite ou vers une limite 
égale à celle-là. C'est là le principe de Isl, méthode des 
limites dont on fait un si grand usage dans toutes les par- 
ties des mathématiques. 

Ainsi , veut-on prouver que le cercle a pour mesure le 
produit de sa circonférence par la moitié de son rayon; 
en désignant par a , p, r l'aire, le périmètre et l'apothème 
d'un polygone régulier inscrit dans le cercle , on a 

or a et p X -r sonldes quantités qui varient avec le nom- 
bre des côtés, mais qui restent toujours égales entre elles ; 
leurs limites sont donc égales. Si A, G^ R désignent 
Faire, la circonférence et le rayon du cercle, A est la li- 
mite de rz , C celle de p et R celle de r : donc 

A = CX-R. 

2 

10. Lorsqu'une quantité variable prend des valeurs de 
plus en plus petites ou tend vers zéro, on dit qu'elle de- 
vient injiniment petite. Ainsi la diflérence entre l'aire 
d'un cercle et celle d'un polygone inscrit peut être rendue 
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6 COURS d'analyse. 

infininient petite, en augmentant le nombre des côtés. La 

fraction ~ — ~ devient infiniment petite quand x 

prend des valeurs de plus en plus grandes. 

Une quantité infiniment petite ou un infiniment petit 
n'est donc pas une quantité déterminée qui ait une valeur 
actuelle assignable : c'est au contraire une quantité es* 
sentiellement variable qui tend vers zéro. 

H. Quand une variable prend des valeurs de plus en 
plus grandes de manière à surpasser toute grandeur don- 
née, on dit qu elle devient infinie om infiniment granrie, et 

on la représente alors parle signe oo ou - • Ainsi la fonc- 
tion 

a' 



devient iofinie pour x= a. 

Pour des valeurs de x très-peu différentes de a, mais 
plus grandes que a , les valeurs correspondantes de y sont 
positives , tandis que, pour des valeurs de x plus petites 
que a, les valeurs dey sont négatives. L'infini est donc 
positif ou négatif, suivant les cas. 

ORIGINE ET BUT DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. FONCTION 

DÉRIVÉE. 

12. On a été conduit à la découverte du calcul différentiel 
en cherchant une méthode générale pour mener des tan- 
gentes aux courbes planes représentées par des équations. 

Concevons deux variables x ety liées entre elles par 
une relation quelconque , de manière que l'une soit fonc- 
tion de l'autre. Considérons ces variables comme les 
coordonnées d'un point rapporté à des axes rectangulaires 
tracés dans un plan , et construisons la courbe AMB dont 
l'équation est y=f(x). Supposons cette courbe réelle 
et continue dans une certaine étendue , et proposons-nous 
de mener la tangente au point M dont les coordonnées 
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PREMIÈRE LEÇOir. 7 

sont a: ely. On définit ordinairement la tangente comme 
la limite vers laquelle tend une sécante , lorsque cette sé- 
cante tournant autour d'un de ses points d'intersection , 

un] second point d'inter- 
section s'approche indéfi- 
niment du premier. Soit 
donc M' un second point 
de la courbe ayant pour 
coordonnées ar-H A, j-\-h\ 
considérons la sécante 
M'MS, et la tangente MT 
qui en est la limite. On a dans le triangle M' MN 

,_, -,__ M N k 

Donc tang IMR = lim tang M'MN = liai - 9 

quand h diminue indéfiniment jusqu'à zéro. 

Donc, si Ton cherche la limite du rapport des accrois- 
sements simultanés k et h des variables j^ et x^ liés entre 
eux par Féquation 

quand h diminue indéfiniment, on aura la tangente tri- 
gonométrique de l'angle que fait avec l'axe dés x la droite 
qui touche la courbe au point M. 

13. Le calcul différentiel à pour but de déterminer, 
pour chaque Jonction, la limite du rapport de r accrois- 
sement de la fonction à celui de la variable, quand celui- 
ci diminue jusquà zéro. Cette limite, qui dépend de la 
valeur attribuée à x , mais nullement de h , est appelée la 
fonction dérii^ée délai fonction proposée. On la représente 
par r' ou par /' (x). 

Nous allons la déterminer pour quelques fonctions 
simples. 
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m étant entier et positif. Si nous changeons x en x -h /* , 
jr devient y -h A , et l'on a y '\- k=. [x -^ A)'", d'où 
A=(a:-|- A)* — x"*, ou 

m [m — i ) 

k z= mjf'-' h H ^^ ■ x"»-' A^ H- ... H- li"' 

I .2 

d'où T = mx^' H ^^ ^ ^«-' A -H • . . H- Z^""'. 

h 1 .2 

Le rapport t se compose de deux parties, Fune indé- 
pendante de A, et l'autre qui contient h en facteur com- 
mun , de sorte que si h décroit indéfiniment jusqu'à zéro , 
cette seconde partie pourra devenir aussi petite que l'on 

voudra; donc 

,. k 

Il m ~ = //ix*"-'. 
A 

Ainsi, dans ce cas, 

y = mx"'-'. 

On peut encore obtenir cette dérivée sans faire usage 
de la formule du binôme. Posons 

on a alors X- = X*" — x"^; 

et si l'on remarque que A = X — a: , on en déduit 

k X»" — x'^ 
à X — X 

Quand h diminue jusqu'à zéro, X s'approche indéfini- 
ment de x, et l'on a bien encore lim -- = mx"""^, 

A 

2°. Soit une fonction entière 

y = ax^ -f- bx^ -\- cxP -h • - - » 
Changeons a: en j: H- A , / devient j^ •+- ^, et l'on a 

X--h^ = a(x-{'h)'^+b{x-^ /ty-hc{x-h h]P-\-' . ., 
d'où k = a [{x -t- A)'" — A'"'] + b\{x -+- h )'* — a;"] 
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PREMIERE LEÇON. 



et, par suite, 

k=za 



m\m — I ) 

I .2 



/wr'" ' h 'H -i X 

I .2 

« {/ï — l) 



/zjf"-' /< + 



I .2 






Divisant par h et faisant ensuite // = o, on a 

lim j ou j'=/Wflrj:"~'+ /7&j:""~'-|- pcxP-^-\- .... 

On pourrait aussi obtenir cette dérivée de la même 
manière que la précédente, sans recourir à la formule du 
binôme. 



3°. 



•^ a?" *^ 



m étant entier et positif; ou a 

^ + '=(7: 



et 



«7" ' 



d'où, développant et divisant par A, 

k 1.2 ^^^^^__ 

et enfin , passant à la limite , on a 

k mjf"-' m 

donc r' = ^~ = — w.r-'"-': 

d'où l'on voit que la dérivée de a:"*, quand m est entier, 
s'obtient toujours de la même manière, quel que soit le 
signe de m. 
4*». ^ = v'i^"II"a»; 



on a k = \l[x -^h )'— a' -- sjx' — «=» , 

et, par conséquent, 

Il "" Z ' 
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lo COURS d'analyse. 

or, si Ton fait A = o , cette expression prend la forme — 

Pour faire disparaître l'indéiermi nation , on emploie 
uu procédé bien connu: on multiplie les deux termes de 
la fraction par la somme des radicaux dont le numéra- 
teur est la dijBFérence; et l'on a 

f^ h {>J[x -h hy ^ à" -h v^x'— û'] 

(jF-hA)'— x' 

h [v/(x-f- A)>— fl» H- v/a:'— fl»]' 
h 7.x -^ h 



ou 

enfin 

donc 



^ \/(x-h/0'— <»' -+- ^x^—a^' 



Nous avons trouvé d'une manière assez prompte et fa- 
cile les dérivées des fonctions précédentes \ mais il est 
certaines fonctions telles que ^x^ — a', etc. , que nous 
ne pourrions traiter de cette manière ; il nous faut donc 
une méthode plus générale : c'est là le but du calcul dif- 
férentiel. 

DIFFÉRENTIELLE. 

14. Soit 

donnons à a: un accroissement quelconque h positif ou 
négatif. Soit k l'accroissement correspondant dey 5 on a 

puisque la limite de j est j', on doit avoir, quand h n'est 
pas nul , 

a étant une (quantité, fonction de x et de A, qui doit ten- 



Digitized by 



Google 



PREMIÈHE LEÇON. II 

dre vers zéro en même temps que h. De là résulte 
k =yh -H ah. 

Ainsi r accroissement Ar de la fonction se compose de 
deux parties distinctes : la première j' h est le produit de 
l'accroissement de la variable indépendante x par la dé- 
rivée de la fonction. On l'appelle la différentielle de la 
variablej^, et on la désigne par dy^ de sorte que 

dy = yh ou f[x)h. 
La seconde partie est le produit de h par une quantité a 
qui s'annule avec h : on ne s'en occupe pas. 

De la déGnition de la différentielle, il résulte que la 
différentielle de la variable indépendante n'est autre chose 
que raccroissemcnt h. En effet, considérons la fonction 

on a j -+- X = j: -h // ; 

par suite , kz=:h, 

et enfin t = i • 

h 

Ainsi , pour celte fonction de x qui est la plus simple de 

toutes, la dérivée est i \ par suite, la différentielle 

dy ou e/x = 1 X /' = A. 

Par conséquent, la formule générale 

peut s'écrire dy z=z y dx \ 

d'où Ton déduit r' = ~ 

dx 

Ainsi la dérivée d'une fonction est le quotient de la 
différentielle de la fonction par la différentielle de la 
variable. C'est pourquoi on appelle aussi la dérivée rap- 
port différentiel ou coefficient différentiel. 

On dit encore que le coefficient différentiel est la der- 
nière raison (ou le dernier rapport) des accroissements 
simultanés des variables. Mais les accroissements, étant 
nuls à la limite , n'ont pas à proprement parler de rap- 
port, et ce que l'on appelle ainsi n'est que la limite dont 
le rapport de ces quantités approche indéfiniment. 
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12 COURS D ANALYSE. 

15. La différentielle est susceptible d'une représenta- 
lion géométrique. En effet, soit AMB {fig* i, page 7) la 
courbe représentée par réqualion 

k 
On a tang IMN = lira yz=y . 

Or IN = MN tang IMN. 

Donc IN = hf' = tty : 

ainsi IN représente la différentielle, si d'ailleurs 

MN = /i = dx. 

On voit par là que dx et cf^ sont les accroissements cor- 
respondants de a: et de j^ quand on passe du point de con- 
tact M situé sur la courbe à un point quelconque I de la 
tangente, tandis que k ou M'N est Taccroissement de 
l'ordonnée de la courbe correspondant au môme accrois- 
sement h = d-x de r abscisse. 

16. Toutefois , quoique IN et M'N soient en général 
bien différents, leur rapport tend vers l'unité-, en effet, de 

/- 
-~ j^ _l_ a , on lire 

d'ailleurs dy = y' h , 

, A j ' -h a a 
donc -7- = , — = n 7? 

et, %\y n'est pas zéro, 

lim -—- = 1 : 

ainsi le rapport de f accroissement de la fonction à la 
différentielle de cette fonction tend ojers Vanité y pourvu 
que la dérivée ne soit pas nulle. 

C'est pourquoi la différentielle est appelée l'accroisse- 
ment infiniment petit de la fonction , mais ce n'est pas 
toujours exact , puisque a n'étant pas rigoureusement nul 
(si ce n'est pour yz=zx)^h n'est pas précisément égal 
à/A. 
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DEUXIÈME LEÇON. 



Propriétés générales des fonctions dérivées. — Différentielle d'une fonction 
de fonction. — Différentielle d'une somme, d'un produit, de fonctions 
d'une seule variable indépendante. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 

17. De la relation 

trouvée datis la dernière leçon , on peut déduire plusieurs 
conséquences remarquables. 

Attribuons à x une valeur déterminée, y' aura aussi 
une valeur déterminée; si Ton donne ensuite à a: un 
accroissement suffisamment petit, le signe dej^'-f-a 
sera le même que celui de j^', puisque a peut devenir aussi 
petit que Ton voudra ; le signe de k sera donc celui de 
y h , et comme nous supposons A positif, k aura le signe 
dej^^'. Donc si y est positive, k Test aussi , c'est-à-dire que 
la fonction va en augmentant, et si y est négative, la 
fonction va au contraire en diminuant. Ainsi une Jonc- 
tion croit ou décroît à partir d*une valeur déterminée 
de X , suii^ant que sa dérii^ée est^ pour cette valeur, posi^ 
fiVe ou négative. 

De ce qui précède , il résulte que si la dérivée d'une 
fonction reste constamment positive depuis la valeur a 
jusqu'à la valeur i de x, la fonction croîtra continuel- 
lement dans le même intervalle; ce sera le contraire si la 
dérivée est négative. 

Prenons pour exemple la fonction 

/ = - ar' — 9. ^' -h 3 ^ -h I . 
Construisons la courbe représentée par cette équation. 
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COURS D ANALYSE. 

% ^ Pour x=o on a j=i. 



J-=^y 




X = 2, 



x = 3, 



x = — I, 



r-13. 



r = 1, 



r=-43- 



En coDStruisant ces difierents points, on reconnaît que 
îa courbe présente à peu près la forme MM' M'' M"". 

Mais si l'on veut savoir quand l'ordonnée va en crois- 
sant ou en décroissant, on prendra la dérivée de y. On 
iàura 

y = a:'— 4^ H- 3 .-=(«— i) (^ -^ 3). 

On voit alors que si l'on fait croître x de o à i,j^' est 
positive ; l'ordonnée ira donc en augmentant depuis le 
point M'jusqulau point M'^ Pour le point M", dont Pab- 
scisse est x = i , on a 

c'est-à-dire que la tangente en ce point est parallèle à Taxe 
des X. Si l'on fait croître ensuite x depuis i jusqu'à 3 , ;> ' 
devient négative ; l'ordonnée va donc en diminuant de- 
puis le point M" jusqu'au point M'"^ et comme j^'= o 
pour a: = 3 , la tangente en ce dernier point est encore 
parallèle à l'axe des x. 

Enfin si l'on donne à x des valeurs croissantes à partir 
de 3, j^' est constamment positive 5 l'ordonnée de la courbe 
va donc toujours en augmentant à partir du point M'". 
On voit de même que si l'on donne à x une valeur négative 
quelconque , y' est positive , et que par conséquent pour 
des valeurs négatives de x et croissantes, les valeurs dey 
correspondantes vont aussi en augmentant. Il faut bien 
remarquer qu'une quantité négative augmente quand sa 
valeur absolue diminue. 
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BBDXIËME LEÇON. l5 

18. Reprenons la formule 

on peut en déduire que si la dérivée d^une fonction est 
nulle pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, 
cette fonction a une valeur constante dans cet inter-- 
valle. 

Nous supposerons a <^b. Puisque linij =o par 

hypothèse, on aura, pour une valeur quelconque de x 

comprise entre a et i, j <[ e en valeur absolue , pourvu 

que h soit suffisamment pelit*, s étant d'ailleurs une quan- 
tité déterminée qu'on peut prendre aussi petite que l'on 
voudra. On déduit de là 

Considérons actuellement deux valeurs quelconques de 
X, Xi et Xj, comprises entre a et J^ je dis que les valeurs y j 
etj-, correspondantes seront égales. En effet, donnons àx 
une suite de valeurs comprises entre Xj et Xf , croissant 
d'ailleurs par degrés égaux ou inégaux , mais assez petits 
pour que l'on ait, pour une quelconque de ces valeurs, 
k <^eh^ k étant pris en valeur absolue. Nous aurons ainsi 
une suite d'inégalités de la même forme ^ et si nous les 
ajoutons , il en résultera que la somme des accroissements 
successifs de la fonction j^ pris tous positivement sera 
plus petite que la somme des produits cA, c'est-à-dire 
plus petite qi;e le produit de la quantité e par la somme 
des accroissements de la variable x, savoir x, — Xf. 
Donc à fortiori la somme des accroissements successifs 
de la fonction pris avec leurs signes, ou j't — ji , est plus 
petite que e {Xf — Xi ) , donc 

et commie e peut être rendu aussi petit que l'on voudra, 



Digitized by 



Google 



i6 COURS d'analyse. 

il s'ensuit quejj — ji est plus petit que toute quantité 

donnée , c'est-à-dire 

j-2 — /, = o, ou ri=/,. 

La fonction^ conserve donc la même valeur pour toutes 
les valeurs de x comprises dans l'intervalle considéré. 
Ce qu'il fallait démontrer. 

19. Le rapprochement des deux propositions précé- 
dentes conduit encore à cette conclusion, que si nnefonc- 
tion est croissante dans un certain inten^alle, sa dérivée 
ne peut devenir négative dans cet intervalle; mais elle 
peut passer une ou plusieurs fois par zéro. De même, si 
une fonction est décroissante, sa dérivée sera négative, 
mais elle pourra s'annuler pour une ou plusieurs valeurs 
particulières. 

20. Si la dérivée d'une fonction était constamment 
infinie, x serait une constante, car si 

on a lim -=^ o, 

AT 

et en répétant les mêmes raisonnements , on en déduit que 
deux valeurs quelconques de x, Xi et x^ , sont égales. 

21. Nous avons désigné jusqu'ici les accroissements si- 
multanés des variables x et y par les lettres A et A; mais 
comme on aura bientôt à considérer un plus grand nom- 
bre de variables, il devient nécessaire d'employer une 
notation qui rappelle toujours à quelle variable se rap- 
porte chaque accroissement. On se sert à cet effet de la 
caractéristique A. Ainsi , quand on considère plusieurs 
variables x^ y^ z^u liées entre elles par des équations de 
manière qu'une seule soit indépendante, on représente 
les accroissements simultanés de ces variables par Ax, 
Ay, Az, Am. Si l'on prend x pour variable indépen- 
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dante, les "rapports 

^y àz au 
Ax Ax ^x 

auront pour limites respectives 

dy dz du 
dx dx dx 

quand Ao: décroîtra indéfiniment. 

22. Si dieux fonctions sont égales pour toutes les va^ 
leurs de la variable indépendante , leurs différentielles ou 
leurs dérivées sont égales. 

En effet , soient m et i^ deux fonctions égales de x. 
Donnons à a: un accroissement Ax; soient Au et Ailles 
accroissements correspondants de li et de f^ -, on aura 

€t comm« M = i^ , on en déduit 

j, , au àv 

d ou — = — 

àx Ax 

Cette équation ayant lieu quelque petit que soit Ax, aura 

lieu encore à la limite: or la limite de -— estla dérivée de 

^ Ax 

« ou -r- : de même la limite de --- est -r^ : donc 
dx Ax dx 

da d0 , - 

-7- = -r- ou du = du. 
dx dx 

Le même théorème subsiste quand les deux fonctions 

proposées ont une différence constante; car, soit 

« = p -f- r; 

en changeant x en x 4- Ax, on a 

tt 4- A a == p + A p + c , 

et comme u = ï^ -h c , on en déduit encore 

Au Ap 
Az< = Ap, =r — ; 

Ax aj:' 

du dv 
par suite , -—-=-- ? 

* ' tlx dx 
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ou enfin <Ju = dv^ 

c'est-à-dire que deux fonctions qui ne diffèrent que par 

une constante ont la même différentielle» 

23. Réciproquement, si les différentieUes de deux 
fonctions sont égales entre elles dans un certain in- 
ten^alle, ces fonctions auront dans cet intervalle une 
différence constante* 

En effet, soit j^ la différence u — v^-^ et supposons que 

Ton ait 

du dv 

dx dx 
De réquation y ^^^ u — p 

on tire / 4- ^y = u -\- ^u — i^— ào^ 

ou Ayzzilu — Ap, 

^X A a A p 

^x ùkX A X 

ou enfin , en passant à la limite , 

dr du dv 

— = =0. 

dx dx dx 

Ainsi -j- est nulle, et par siiitey est une constante. Ce 
qu'il fallait démontrer. 

DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 

24. Quand on a 

« = ?(/)> 
y étant elle-même une fonction de x^f[x) , on dit que u 
est une fonction de fonction de x. 

Pour obtenir la dérivée de u par rapport à jc , on pour- 
rait remplacer j' par/ [x) dans tf [y) , ce qui donnerait 

u = ^\f[x)'\, 

mais il est possible d'éviter cette substitution. En effet, 
on a réquation identique 

Aw A« A/ 

ùkx Ê^y A a 



Digitized by 



Google 



t>EUXlÈME LEÇON. I9 

dans laquelle Ax étant F accroissement de la variable in- 
dépendante, Aj^ et Au sont les accroissements correspon- 
dants de u et dey. Si l'on suppose que .r diminue indé- 
finiment, l'égalité ayant toujours lieu, aura encore lieu 

à la limite. Or lim — , c'est la dérivée de u par rapport à 

xo\x-r-i lim -i = /' (x) : quant à la limite de — j c'est 
dx Aa: "^ ^ ' ' ^ à^y 

?' {j) ^^ ^* dérivée de ^(y) dans laquelle y serait con- 
sidérée comme variable indépendante, car cette limite ne 
dépend pas de la relation qui existe entre y et x, et il suf- 
fit, pour qu'on l'obtienne, que Ay décroisse jusqu'à o. 
Donc 

(.) ^ = ,'(r)/'(x). 

Ainsi la dérix^ée d"" une fonction de fonction est égale 
au produit des dériv^ées de ces fonctions . 

25. On peut écrire l'équation (i) sous une autre forme ; 
en effel, si Ion y remplace/' [x) par -^> on aura 

et, par suite, 

du = ff' [y) dy. 

Sous cette forme on voit que la différentielle Ae(f{y), 
y étant égale à f{x)^ s'obtient en prenant la différentielle 
de <f {j) comme si y était la variable indépendante; car 
dans cette hypothèse la différentielle de Q) [y) est y' {y)àY\ 
seulement il faudra avoir soin dans l'application de rem- 
placer dy par sa valeur y [x) dx. 

26. Enfin, on peut mettre encore l'équation (i) sous 
une autre forme , en remarquant que 



on a 



du du dy 

dx dy dx 
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11 ne' faut pas croire que cette équation soit une iden- 
tité 5 car dy n'a pas la même signification dans — et dans 

-^: dans la première expression, éfy désigne F accroisse- 
ment infiniment petit dej^ regardée comme variable in- 
dépendante -, tandis que dans l'autre, dy est la différentielle 
de y considérée comme fonction de x. 
Soit comme exemple 

uz=y"^ y =z sjx^ — a* ; 

m 

d'où u = (v/^'— «»)"= [x^^a^f. 



On aura J.j'"= my^~^ dy^ et^ puisque y = \/x* — a', 

dr= . dx; 

donc 

du = m( v^x»— û')'""* , ^ = m (Jx' — aA"^^ xdx. 

yjx^-^a^ 

27. Si l'on a 

on a , d'après ce qui a été démontré précédemment , 

rfp = f(i.)rf«, du = ff'[x)dy, dx = f'[x)dx, 
donc dv = ^' {u) (p' ( j)/' (x) rfx, 

ou , en divisant par dx , 

^ = f(«)?'(r)/'(*), 

de sorte que la dérwée de la fonction v est égale au pro~ 
duit des dérivées des trois fonctions dont elle est for- 
mée. Cette règle, comme on le voit facilement, s'applique 
à un nombre quelconque de fonctions. 

DIFFÉRENTIELLE d'uWE SOMME. 

28. Soit 

M 5 ï^, z étant des fonctions de x. Changeons a: en a: -|- A a:, 
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nous aurons 

7 + Aj = a-hAa-l-<'-hAf — z — Az, 

et comme j^ = i* -H p — a , 

on a A/ = Aa-f-Ap — A;5, 

Ar Au Ap Az 

ou -^ = 1 : 

Ax Ax A^ Ajt 

passant à la limite 

dy du dv dz 

dx dx dx dx 
OU enfin 

dy OU d[u'^ V — z) =: du + dv — dz. 

Ainsi la différentielle d'une somme dcfonctions est égale 
à la somme des différentielles de ces fonctions. 

Si Tune des quantités u, i^, z est constante, elle dis- 
parait dans la différentielle ; c^est d'ailleurs ce qui résulte 
de la proposition démontrée plus haut, que les différen- 
tielles de deuic fonctions sont égales, quand ces fonctions 
ont une différence constante. 

DIFFÉRENTIELLE d'uN PRODUIT. 

29. Soit à différentîer 

y— au, 
u étant une fonction de x et a une constante : changeons 
j: en .r -4- Ax ^ il vient 

y -h A/ = a(tt-+- Att), 



comme 


y = au, 


la 


A r A u 
-^ ' àx Au: 


à la limite 


dy du 
du dx 



ou enfin 

dy =1 d (au) = adu. 

Ainsi la différentielle d'une fonction multipliée par 
une constante s'obtient en multipliant par cette con- 
stante la différentielle de la fonction* 

30. Soit encore 
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on en tire j-i- Aj = («4- àu)(i* + Ap)^ 
ou , effectuant le produit , 

^-|-A/= ttPH-t'A«-f-aAi'-+-AttAc^ 

et comme y == m^^ on a 

A/ = «'Ai* -h a Ap -f Att Ac', 

Ar Aa Af au 

*^^ Ax Aj? Ax Ax 

A la limite, — ài^ devient nul, puisque -^ a une li- 
Ax *** 

mile eu général finie, et que ûiu devient nul-, donc 

fijr du dv 

dx dx dx 

ou enfin 

dy z=z d (wf) z=i vdu -\- udv. 

C'est-à-dire que la différentielle d'un produit de deux 
fonctions s'obtient en multipliant chaque fonction par 
la différentielle de Vautre, et ajoutant les résultats. 

31. Soit maintenant 

on a d{ufrz) = uzdu-^- ud{vz), d (vz) = zdp-^ vdz\ 

donc 

d[upz) = vzdu -4- uzdv -h uvdz. 

On voit que la différentielle du produit de trois fonc-^ 
tions s'^ohtient en multipliant la différentielle de chaque 
fonction par le produit des autres fonctions y et ajoutant 
les résultats. 

Cette règle est générale. Ainsi Ton aura 
d{uvz .,.t)=:v&».^.tdu-huz.,.tdu-^Uff.,, tdz -f- . . . -hap. . . dt 
OU, en divisant par uy^z... î, 

diuvz. . . /) du dif dz dt 

-A ' = 1 1 h. ..H 

UVZ. , .t U V z t 

On démontrera cette formule, soit directement, soit 
en faisant voir que si elle est vraie pour un certain 
nombre de fonctions, elle aura encore lieu pour une 
fonction de plus. 
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tMfTérentî^e d'un quotient, d'aae pnifsance. — DifTérentielle d*une ex- 
pression imaginaire. — Applications diverses.— R^Iespoar la difTéren- 
liation des fonctions composées. 



DIFFÉREDTIELLC d'xJW QUOTIEHT. 

32. La différentielle d'un quotient peut se déduire fa- 
cilement de la différentielle d^un produit. En effet, soit 

u 

on en tire j^p=a, 

tt, par suite , ody '^ydQ::^:. dn. 

On remptace j" par sa valeur - et l'on obtient 

vdy H — dp z=z dtt^ 

d'où l'on tire 

,« pdu'-^udp 
dr ou tf-= • 

Ainsi la differentietle if un quotient est égale au déno^ 
nUnateur multiplié par la différeruielle du numérateury 
moins le numérateur multiplié par la différentielle du 
dénominateur: le tout divdsé par le carré da dénomina" 
teur. 

On peut encore arriver à ce résultat par une méthode 
plus directe. En effet, on a 

a -h A a « 



ou Ay = 



P au U iiV 



Att A p 

V u — . 

, ày Ax- Aj: 

€t, parconseciuent, — = — -. — --- — p; 
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passant à la limite, -~ 



du dv 

p — — u — 

dx dx 



dx p' 

vdu — udv 



stant, la différentielle se réduirait à 



ou enfin «/r ou c? - = 

On peut reniarquer que si le numérateur u était con- 

udv 

DIFFÉRENTIELLE d'uWE PUISSANCE. 

33. Soit j^ = u"*, m étant un nombre entier et positif^ 
nous avons vu que 

d{uvz, • .^) = uvz, . ,tdu -h uz, . ,tdi>-\- , . .-h uvz, . .dt. 
Supposons que ces facteurs au nombre de m devien- 
nent tous égaux ; on aura 

d.u^z=z mu'^^^ du. 
Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la 
règle pour différentier les fonctions de fonctions. On sait 
que si Ton a 

r = ?(«) et uz=/{x), 

on aura dy z=z t^' (u) du -^ 

donc , puisque d.xf^zz: m3f^-\ 

on aura aussi d, w" = mii!^^^ du. 

Voici enfin une troisième méthode, plus directe que^ 
les précédentes. Donnons à a: un accroissement quel- 
conque et soit U ce que devient m 5 nous aurons 

j 4- A^ = U-, 

et, à cau«e de j^ =;= m*^, 

A/ = U"» — a"'= (U — u) {U"'-' + U»^» a -h. . . 4- a"^') 

ou ^ = ^ (U'»-'-h U™-» ttH- . . . -h w"-'). 

Si l'on passe à la limite, U se confondant alors avec m,. 

on a 

dy du . . , 

— = -7- X ww*"" ' ou dy = /wa"*-' du 
dx dx 

34. Supposons actuellement que Texposant m devienne 
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^al à une fraction positive - ^ on aura 

p 
jr=«ï, d'où 7^ = «P. 

Comme p et q sont entiers et positifs , nous pouvons, 
en prenant la différentielle des deux membres, appliquer 
la règle précédente , ce qui nous donne 
97*""' dy = puP"^ du 

ou qy^dy'=i puP^^ydu, 

P 
Mais y9=zuP et 7- = a^; 



donc 


q u ' 


ou enfin 






dM'f^Zi^u'f du. 

9 



En remplaçant - par m , nous retrouvons la formule 

d,u^z=i /wa"^* du, 

35. Enfin, supposons que m = — n^n étant d'ailleurs 
un nombre entier ou fractionnaire \ on a dans ce cas 

y^u- ou r = ;^; 

par suite , i(r = - - ,„- = - -^ , 

ou enfin 

ce qui donne encore, en remplaçant — n par m, 
d.u"^:=z mu"^^ du. 

Ainsi celte formule est vraie, que l'exposant m soit positif 
ou négatif, entier ou fractionnaire. 

36. Cette règle sert à différenlier les radicaux. 

I — I du 

Ainsi, d'^uz^d.u ^--f^'' ^«==— ;r=- 



i, d'^Juzi^d.u ="--« 
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Dans le cas particulier où n= 2^ on a 

d sju = — p- 
2ytt 

DtFFÉREHTiBLLE d'uNE EXPRESSION IMAGINAIRE. 

37. On sait que les expressions imaginaires résultant 
du calcul algébrique peuvent toujours se réduire à la 
forme 

Si, comme en Algèbre, ^ — i est assimilée à une con- 
stante, on aura, parle changement de x en a: -h A x, 

et comme j = w -f- p \/— i , 



on aura 


A/ = A « -h Ac v' — I ; 


d'où 


Ar Au Ai' 1 

àx Ax Ax ^ 


et à la limite, 


dy du dp 1 



ou enfin 

dy ou d[a-^9 \l — i) = cfti H- dv yj — i . 

Ainsi la différentielle d'une expression imaginaire s'ob- 
tient comme celle d'une somme, pourvu toutefois que 
l'on considère ^— i comme une constante. 

APPLICATIONS. 

38. Les règles précédentes suffisent pour différentier 
toutes les fonctions algébriques explicites. 

ï". Soit d'abord y zzia -\-by]x — -^ 

X 

Pour différentier cette fonction , on la met sous la forme 

^r = « H- hx^ — cj:~', 
et l'on obtient 

1 -i hd.c cdx 
dy :=: - bx dx ■+ c^"' dx = 7= H 5 
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d OU Ion Ure -.- = — 7=. -+- -; • 

b c X ^ 

1 -A 

OU ^ r= « 4- hx' » — ex » -h ex" • 

Difïerentiant, on a 

\^ 3xV^» 3x»V* ^* / ' 
douenfin, 5^ = - 3^^ + ^;^ - ^ 

Posons a-\'h3f=^u\ 

on a y ^=^ur*y 

par suite, rfj = mw-"-' fl^« . 

Qr fia=s:nbx''-^€ix; 

donc 4?" = '"^^ (« -+• ^■a?")"-' ^'"' ^/•^• 

Voici encore quelques exemples, que je me dispenserai 

de développer. 

•^ * __«___, 9. /ï* H- a^x^ 5 X* 



'=\/^ 



5''-r=V/r— ^' ^r = 



(3rt — 2x)v^^ 



2 ^(û — xY 



x'-'Xb—Jc) 



'^=-3/hr-^H*+ 



*'(6 — «)' 



r£r< 
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39. Nous allons montrer maintenant comment le cal- 
cul dififérentiel s'applique à la détermination de courbes 
jouissant de propriétés données. 

i^. Troui^erune courbe telle, que la sous-normale îiP 
ait pour chaque point une longueur constante a. 

On aura , en supposant les coordonnées rectangulaires, 
NP = MPXtangPMN, 

Mais MF = j, tang PMN = tang MTN = ^ ; 



donc 

Il faudra donc poser 
Fig. 3. 



NP=r^. 
•^ dx 

dx 




donc d[^y'^)=.d[j,ax). 

Mais on sait que deux fonctions qui ont la même diffé- 
rentielle ne peuvent différer que par une constante : donc> 
en appelant c une constante arbitraire , on a pour l'équa- 
tion du lieu 

^»= 2fl:r H-c. 

Cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
le même paramètre 2 a, et pour axe commun Taxe des x^ 

2^. Trouver une courbe dont la sous-^normale soit 
une puissance donnée de l'abscisse. 

On aura alors 



dx 



=:X^y 



d.^z=id. 



rou 



y'-' 



//i -H 1 



'-hc. 
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3**. Trouver une courbe dont la sous-tangente PT soit 
en raison inverse de l'ordonnée. 

Cette courbe a pour équation différentielle 

puisque l'on a PT = MP cot MTP = -^ . 
On tire de cette équation dx=i'^—^* 
Or _-=:_^._. 

X' r 

donc X = h c, 

y 

ou ar^ — c/ = — a^ 

Ainsi le lieu est une hyperbole équilalère dont une asymp- 
tote est l'axe des x et l'autre asymptote est une parallèle 
à l'axe desj^. 

4^. Si l'on cherche la courbe dont la normale MN est 
constante y il faudra poser 

d'où ^-^^.f^zry^ 



d'où a:= — s/ô'— j*-+- <:, 

et enfin [x — c)^-h7* = a'. 

Ainsi la courbe cherchée est un cercle dont le rayon est a 
et dont le centre est sur l'axe des x, 

DIFFÉREHTIATIOIÏ DES FONCTIONS COMPOSÉES. 

40. Après avoir vu comment on différentie une fonc- 
tion de la variable indépendante , nous allons différentier 
une fonction composée de plusieurs fonctions de cette va- 
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9 

riable, et d^abord de deux. Ainsi , soit 

u et ^' étant deux fonctions de la variable indépendante; 
X devenant j:4- Ax, m, v^ y deviennent respectivement 
u+ùku^ ^^-^-A^', j^-h ùkj. Mais au lieu de changer à la 
fois 1/ en M 4- Aw, et p en p-h A^* dansy(tt, v)^ il re- 
vient au même d'effectuer ces deux changements Fun 
après l'autre. On aura d'abord, pour la différence entre 
les deux états successifs àey^ 

/(£^-f-A^/,p)-^/(a,f»). 

Divisons ce résultat par Ai/, et passons à la limite, 
en regardant i^ comme invariable. On aura 

On aurait , de même , 

de là on conclut que , a et 6 représentant des fonctions 
qui s'évanouissent en même temps que A j: , on a 

(l) /(«-f-Aw, p)— /(«, p) = [ç(«,p)-+-a]A«, 

Changeant u en ix + Am dans (2)? il vient 

/(w-f- Am,p-+. Ap)— /(/<4- Aa,p) 



^ ' I =[r|;(a4-Atf,p) 4-6']Ap, 

6' désignant ce que devient 6 quand on y change u en 
M 4- Au, et s' annulant comme ë en même temps que Ax> 
Ajoutant maintenant (i) et (3) membre à membre, et 
divisant par Ax, on a 

/(a-h A«^, p-f- Ap) —/(«, <0 

_ 
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ce qui devient, à la limite , 

dy , .du . . . dv 

- = f(«,.)--H4.(«,..)^ 

ou dy z= ff[u^ v)du -^^ ^[Uyv) dvj 

ou enfin 

flr z=: -^ du -h -T- fi^' 
du fh 

Il faut seulement observer que, dans -r- et -f-? m et i' 

^ du dtf 

doivent être considérées comme des variables indépen- 
dantes, tandis que, dans les facteurs du et dv^ qui multi- 
plient ces dérivées partielles , on doit regarder ii et i^ 
comme des fonctions de x, 

41. Le même théorème subsiste pour une fonction 
d^un plus grand nombre de fonctions de la variable in- 
dépendante. Ainsi , soit 

On a 

Aj==/(tf -I- Aa,p -h A*', 2 H- A«) —/(«,«;, 5). 

Si l'on pose 5â "^ ^ ^"' *'* *^ ' 

on aura, d'après les considérations qui précèdent, 

(1) /(« -4- Atf , p, z) —f{u, «', 2) = [ep [u, V, z) 4- a] A«, 

(2) /(u,v-^AVyZ) ~/(a,P,5;)=[>î;(a,r,z)4-6]AP, 

(3) /{u,v,z-{-àz)^/{u,P,z) = [x(u,v, z)-hy]àz. 

Faisant varier u dans (2), on a 

^*^ ( = [^|; (m 4- A«, p, z) -f 6'] Ap. 
Faisant varier i* et l' dans (3), on a 

/(m- A«,f 4- Ac,z 4- A3) — /(w -h A«,(' H- Af, 2) 



^ ^i =[x(a4-A«,c^4-Ai',z)4-7']^=^- 
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Ajoutant (x), (4) et (5) membre à membre , el divisant 
par Hx , il vient 

-4-[x(a -h Aa, c^ -h Ap, 2) 4- /] -î, 
et^ à la limite, on a 

ou enfin. 



du dv dz 

De là on peut conclure en général que la différentielle 
d'une fonction y d'un nombre quelconque de fonctions 
de la variable indépendante s^ obtient en prenant succès-* 
si^ement la différentielle de la fonction y, par rapport à 
chaque fonction de la variable indépendante, dans la-^ 
quelle seule cette variable serait supposée varier, et ajou- 
tant toutes ces différentielles. 

Cette règle donnerait la différentielle d'un produit 
de fonctions considéré comme une fonction de ses fac- 
teurs. 
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QUATRIÈME LEÇON. 

Notions générales sut les séries. — Théorèmes sur la convergence des 
séries. — Application à des exemples. — Limite de I i •+-- j • 



JVOTIONS GÉNÉRALES SUR LES SÉRIES. 

42. Avant de passer à la diffërentîatiou des fonctions 
transcendantes, il est nécessaire d'établir quelques no- 
lions générales sur les séries. 

Une série est une suite composée d'un nombre infini 
de termes formés tous d'après une loi déterminée. S„ re- 
présente, en général, la somme des n premiers termes 
d'une série. Ainsi, i/i, m», Us,...^!/;, désignant divers 
termes successifs de la série, à partir du premier, on a 

S„ = «, -4- «j 4- «3 -1- • . . -H ««. 

Si, à partir d'une valeur de n suffisamment grande. S» 
approche indéfiniment d'une limite finie et déterminée, 
quand on prend n de plus en plus grand, la série est dite 
côrn^ergente, et la limite S vers laquelle elle tend, est 
dite la somme de la série. La différence S — S„ , que 1 on 
désigne par R„, est appelée le reste de la série. On a 
dont, par définition, 

R„ = S — S„, où S=:S„-hïV;,. 

Si, au contraire, la somme des n premiers termes n'ap- 
proche pas indéfiniment d'une limite fixe, quand n aug- 
mente indéfiniment, la série est divergente. 

Une des séries les plus simples est la progression géo-^ 
iftétriqu-e 

Cette série est convergente , si la raison k est plus pe- 
tite que Funité. En effet, on a, quel que soit Â% 

S, = û 4- flX' -f- ûf/^ + . . . 4- fl/"-' = "-- ' "" , 

I — A 

1. 3 
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ou 



- X- I — X 



Or on voit que si k est moindre que Tunité, 
peut devenir aussi petit que Ton voudra , et dès lors 
-— -~ = S sera la limite vers laquelle tend S„. Si, au 

contraire, /r > i , j^ peut surpasser toute quantité 
donnée, et la série est divergente. Il en est de même si 

THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. 

43. La somme dVne série convergente est une quan- 
tité déterminée qui souvent n'est pas susceptible d'une 
autre expression : elle peut être employée dans le calcul 
comme une fonction des lettres qu^elle renferme. Il est 
donc important de savoir si une série est convergente. 
Voyons donc en général comment on pourra reconnaître 
ce caractère. 

Pour qu'une série soit convergente, la condition néces^ 
saire et suffisante consiste en ce que la somme é[un 
nombre quelconque de termes au delà du n*^™**, u„, soit 
aussi petite que Von voudra^ sin est suffisamment grand. 
Cette condition est nécessaire puisque , les deux sommes 
S„ et S„^.; devant converger vers la même limite lorsque 
n est de plus en plus grand, leur différence doit tendre 
vers o. Elle est suffisante, car si 

est compris entre — t et 4- e, S^+i sera comprise entre 
S„ — 6 etS„4-e, limites qui se rapprocheront de plus en plus 
à mesure que n augmentera, / restant le même, mais 
pouvant d'ailleurs être supposé aussi grand qu'on voudra* 

44. De cette condition fondamentale résulte la sui- 
vante : qu'à partir dun terme u„, n étant assez grand^ 
les termes doii^ent finir par devenir plus petits que toute 
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çuàntàé donnée. Mais cette condition, qui est nëces^ 
saire, n'est pas suffisante. Ainsi Texemple ci-dessous offre 
une série dans laquelle cette condition est évidemment 
remplie, mais qui n'est pas néanmoins convergente , 

I H- --h:^ -4-7-1-...+ ^ H ^1 1 \ h. ..-4- — 4-...; 

car, en mettant la sonmie de la série sous la forme 

I / I i\ / I 1 I i\ 

on voit que chaque partie renfermée entre parenthèses 
est plus grande que-» et comme il y en a une infinité, 
la série a nécessairemetit une somme infinie. 

45. En général, pour reconnaître si une série est con- 
vergente , on compare ses termes , à partir d'un certain 
rang, à ceux d'une autre série qu'on sait être couver-- 
gente, et s'il arrive que les termes de la première soient 
inférieurs ou au plus égaux à ceu^ de la seconde , alors 
cette première série est com^ergente. On peut se dispenser 
de comparer les premiers termes. 

En comparant une série à une progression géométrique^ 
on est conduit aux théorèmes suivants. 

46. Théorème I. — tJne série dont tous les termes^ ou 
du moins les termes très-^éloignésy sont positifs, est con- 
vergente si y à partir d'un certain terme ^ le rapport d'un 
terme quelconque au précédent est plus petit qu'un nom- 
bre déte/miné k , qui est lui-même plus petit que l'unité. 

Ainsi, supposons qu'à partir de u^ cette condition soie 
remplie. On aura , m étant plus grand que n , 

et à fortiori , w,«^2 <C ^ ' "w > 

3.. 
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de même u^^^ <^ X^ «« , 



on aura donc 

«m+i 4- nn,+2 -+- ««I4-.» 4- ... -H a«+, <« m ( X- -hX '-h^^-4- . . 4- X' ). 

Donc Unt+i -+- W«H-i -h . . . -f- «m+i< « 

Or 



I — X 
X— ^'+' 



I--X 

est une quantité finie ^ quelque grand que soit /, puisque 
fc <; 1 -, d'ailleurs w,„ <[ A'""'* ii„ peut devenir plus petit que 
toute quantité donnée, en prenant m assez grand ; par suite 
Wrii+i + "«+« 4- • • • -1^ Um^ peut devenir inférieur à tout ce 
que l'on voudra, en prenant m suffisamment grand. Donc 
la série est convergente. 

Au contraire , elle est divergente si Ton a A > i . 

Effectivement, si à partir de u„ cette condition est rem- 
plie , les termes deviennent de plus en plus grands. 

47. Théorème II. — Une série est cons^ergente , si à 
partir d 'un certain terme on a constamment 

En effet, on aura , d'après cette condition , 

Ua+i -h «n+-2 -<-...-+- ««+, < X-«+' -h Z^"-^' H- ... H- X"-^S 

i /. H-l 

ou bien w„+, -+- ««+2 -+-...+- K+i < k" -— ; 

I "^ A" 

d'où Ton conclut , comme précédemment , que la série est 
alors convergente. 

Au contraire , la série est divergente , si l'on a toujours, 
à partir d'un certain terme , 

;/lin>k>i. 

Et, en effet, comme de là on déduit w„ > A", il s'ensuit 
qu'en prenant n suffisamment grand, m„, et à fortiori 
le reste de la suite , sera plus grand que toute quantité 
donnée. 
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3' 



48. On a supposé jusqu'à présent que tous les termes 
de la série, ou du moins les termes très-éloignés , étaient 
positifs. Soit maintenant une série dont les termes aient 
des signes quelconques. 

Si la nouvelle série qu'on obtient en prenant positive- 
ment tous les termes au delà d'un certain rang est con- 
vergente, la série proposée le sera aussi. Effectivement, 
le reste de la série donnée a une valeur absolue moindre 
que le reste de la série transformée; par conséquent, il 
peut devenir moindre que toute quantité donnée. 

Cette condition de convergence est suffisante , mais non 
pas nécessaire. 

49. Théorème III. -r Une série est corn^ergente quand 
les termes éloignés sont alternativement positifs et né- 
gatifsy et vont en décroissant indéfiniment. 

En effet, supposons que celte loi se vérifie , dans la série 

à partir d'un terme i/„^i que nous supposerons positif. 
Appelons U„_,.i5 U^j, Un+s, etc., la valeur absolue des 
termes z/,^i , u^+i , z/„_^3 , etc. On aura , p étant ^ n , 

S^= S„-4- (iw, — U„+,) -+. (U„+3 " u„+«) +. . . • 
On voit par là que 

On a aussi 

S^ = S„ -f- \Jn+, — ( U„+, -- U„+, ) — ( U„^, — U„4-s ) 

Sous cette forme , on voit que 

Sp <C. S„ -f- Un_|_i ; 
donc on a 

Sn<S^<S„-hU«+,. 

Donc Sp est toujours compris entre S„ et S„ H- U#^i , et 
comme U„^i peut devenir aussi petit que Ton voudra, 
la série est convergente. 

50. On considère quelquefois , dans le calcul , des sé- 
ries imaginaires de la forme 
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Cette série sera convergente, si les deux sommes 

sont convergentes. 

ÉTUDE DE QUELQUES SÉRIES. 

51 , Nous allons appliquer les r^les précédentes à quel- 
ques exemples. 



X' 



, 4_ jr-l ^- 



1.2 I .a. 3 1 .2.3. . .« 

Cette série est convei^ente , quel que soît x. En efifei. 



on a 



xP 
^ 1.2.3. . .p 

xP-' 
et aussi i^p= o-/ ^^5 

^ 1.2.6. . .{p— 1) 

ou —^— = — 

"p p 

On voit par là que le rapport d'un terme au précé- 
dent finira toujours par devenir plus petit que tout ce 
que Ton voudra et, par conséquent, plus petit qu'une 
fraction quelconque A. Do^c la série est comvergente, et 
cela que a: soit positif ou négatif* 

On peut savoir quel est, dans cette série, le plus grand 
tern^ pour une valeur donnée à x. 

Supposons que Ton ait 

/ < x < / H- I ; 
le plus grand terme sera 



I 2 . 3 . . . i 
En effet, on peut le mettre sous la forme 

XXX X 

-X -X^X...X T» 

12 l 

et alors on voit que chaque facteur étant plus grand que i , 
le produit augmente a mesure qu'il y en a plus; on voit 
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en même temps que ce produit diminuerait si Ton y ajou* 
tait plus de facteurs-, car les facteurs suivants seraient 
moindies que T unité. 

Supposons qu'on s'arrête à ^ r et qu'on 

veuille avoir une limite supérieure du reste R„. On aura 



d'où 



B ^ r ^ X' 1 

1.2. . ./i Lrt4-i (/ï4-i)(« -H2) J 



ou, en supposant n-\~ i > x, 

x" X 



R« 



12../? « -h I — X 

ou , eniin , 



»«< 



I 2. . ./Z /ï -f- I — X 

2^. Les différents termes de la série 



JP* X 

i -^ X ces X H cos 2 jc -4- ... 4- 



.2 i .1, ,, n 

sont plus petits que ceux de la série précédente. Donc 
la nouvelle série est convergente a plus forte raison. 

X x"^ Oi^ x^ 

12 3 n 

On a, dans cet exemple, 

n 



«n-HI 



« -h I 



Comme ce rapport tend vers x à mesure que n aug- 
mente, il en résulte que la série est convergente pour les 
valeurs de x comprises entre — i et -f- i . 

On arrive à la même conclusion en appliquant le se- 
cond théorème. 

On peut facilement trouver une limite supérieure du 
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reste R„. En effet , on a 

OU , puisque x est moindre que i , 

x"-*-' I 
R«<-— 

/î -hl I X 

4^. Considérons cette autre série 
rri(m — i) , 



I .2 

m (m — i)...(/w — />-+-i) 



1 .2. 
On a, dans cet exemple. 



x/»- 



^p^i _ m — p-^i _ I m -Jf I __ 



«y» P \ P 

Par là on voit que si x <^ i et ^ o , quand p est suffi- 
samment grand, les termes finissent toujours par deve- 
nir alternativement positifs et négatifs, et par décroître 
indéfiniment. Donc alors la série est convergente. Elle 
Test encore si a:<^o et que sa valeur absolue soit plus 

petite que i ^ car dans ce casle rapport -^^ finit toujours par 

être, en valeur absolue, constamment plus petit qu'une 
fraction quelconque k plus grande que x. Si x positif ou 
négatif est plus giand que i, la série est divergente, car 

f 1\ X finit toujours par surpasser i . 

5°. Soit la série 

I \ III 

^ 2™ 3*" 4 

Elle est divergente quand m =? i ou w <^ i , et couv«r- 
geute quand m ^ i . 

En effet , quand m = i , on a 

série dont la divergence a été démontrée (44). 
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Quand m est <^ i, la série (i) est à plus forte raison 
divergente, puisque ses termes sont plus grands que les 
termes correspondants de la série (2). 

Soit ensuite m> i. On a 

On voit par là que ce rapport , quoique constamment plus 
petit que l'unité, finira toujours par en approcher au- 
tant qu'on voudra. On ne peut donc pas appliquer le 
premier théorème , mais on démontre la convergence de 
la série pour m ]> 1 en groupant les termes de la ma- 
nière suivante : 

'+(^+i)+(î;+^+g;:+^)H-(^+-+i)H-" 

D'où l'on conclut que la somme des termes est moindre 
que 

24 8 

c'est-à-dire moindre que la somme de la progression géo- 
métrique décroissante 

I 1 f 



6^. Si , dans la série 



i-\ 1 h 



31 . • » î 

on fait X = I , 

on obtient la série numérique 

III I 

1.2 1,2.3 1.2.3.4 1.2.3...// 

série convergente puisqu'elle dérive d'une série qui est 
convergente, quel que soit x. On en représente la somme 
par la lettre e. 

Le nombre e est compris entre 2 et 3 ; f^ar on a évi- 
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demment 

et 6' < 2 ^ 1 1 h . . . , 

2 2.2 2.2.2 

OU C?<^2 + I OU 3. 

Il est facile de trouver une limite supérieure du reste R„ 
de la série , ou de la somme 

I I 

I .2.3. ..«(«-+- l) I .2.3. . .«(/2 -4->)(« 4- 2) '* ' 

car 

ou R«< 1 X-- 

1 .2.3. . .;? /i 

On voit par là que la convergence est très- rapide. Les 
on^e premiers termes donnent en effet e= 2,7182818, 
valeur approchée à un dix-millionième préfs. 

LIMITE DE (iH 1 QUAND 111 CROIT INDÉFIIflMENT. 

52. Le nombre e est la limite vers laquelle tend la 

quantité ( i H J quand m croît indéfiniment» 

Supposons d^ abord m entier et positif. On a 



hir= 



I m(m — i) I 
m 1.2 nn^ 

m {m — I ) . . . ( /// — « H- I ) I 
I . 2 3 ... /i /w" 



I 

m 

=z 2 






1.2 1.2.3 



-f — h . . . . 

I 2.O. . .n 

Les termes de ce développement au nombre de m sont 
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tous, à partir du second, plus petits que les termes de 
même rang d^ la série qui représente le nombre e, et ils 

augmentent avec m, d'où il suit que ( iH — j augmente 

avec wi, en restant toujours <]e. Les numérateurs des 
premiers termes, qui sont 

i — ^^ {\ ) (i )»•••> 

m \ w/ \ mj 

tendent indéfiniment vers Tunité, quand m croit jus- 
qu'à Finfini; et, par conséquent, ces termes tendent à 
devenir égaux à ceux de la série 



H- 



I .2 I .2.3 

Mais il n'en est pas de même pour les termes très-éloi- 
gnés) car si, par exemple, 7t — ^ i était la moitié de m , le 

facteur i-^ j dans le n'^"^ terme, aérait -» et le 

/» a 

niunérateur de ce terme serait <[ — Cependant, en pre-* 

nant m très -grand, et négligeant dans les deux sé^ 
ries les termes très -«éloignés qui font une très-pçtit^ 
somme, on conçoit que Tune des séries difierc infini-» 

ment peu de l'autre, et qu'ainsi ( i H j doit s'appro-? 

cher indéfiniment de e. 

53. Au surplus , en voici la démonstration trèa^rigou-» 
reuse. En s'arrêtant au n**'"' terme, on a 



(-i)- 



>2-»- 



_1 (.-l)(.-ii) 

m \ mj \ mj 



1.2.3 



\ ^/ \ g»/" \* 'w / 



1 .31.3. . ,n 



et 

^<2H 



1.2 1.2.3 I.2.3.../I I.2.3-..A n 
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Quelque grand qiie soit n , on peut prendre le nombre 
m, qui est indépendant de n, tellement grand, que le nu- 
mérateur 

y" m) \'^m)"'y /^J' 

qui est <; 1 , soit > i — e, e étant un nombre déterminé 
aussi petit qu'on voudra. Car ce numérateur étant 

^ I I j , il suffira de poser 

d'où Ton tire m > 



1— V/i — g 

Alors, dans le développement de ( i H ] > les numéra- 
teurs des termes jusqu'au w'^"** étant tous >i — e, on 
aura , en les remplaçant par i — s et négligeant les termes 
qui suivent le w'*"*', 

{i4-~) >2 4-(l — 6)(-^ — I ^-f-. .H 1 U 

\ m) ^ ^ ^\i.a 1.2.3 1.2.3. ../i/ 

et à fortiori 

/ i\'" II I 

\ m] "^ 1.2 1.2.3 1.2.3. ..« 

puisque la somme 

I I I 



1.2 1.2.3 * 1.2.3...// 

(qui multiplie s) est 

<-H h... ou <i. 

^2 2.2 

On a d'ailleurs 

^^ < 2 H h ... H ^ h 



1.2 '*' 1.2.3. .« 1.2.3.../I/Î 

Ayant ainsi deux quautltés qui renferment entre elles 
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c et li-\ ) ,011 aura, en comparant les différences, 

^— (i-h— I < ^ --He, 

\ ml 1 .2.3. . ./i /i 

et comme on peut supposer n aussi grand et s aussi petit 

qu'on veut, en faisant croître m à Tinfini, ou voit que c 

est la limite vers laquelle tend ( iH | • 

54. Il en est de même si m cesse d'être un nombre en- 
tier. Dans ce cas, m tombe entre deux entiers conséculils 
p et /? -h I , et l'on a 

(-i)-<(-r' « >K-i.)' 



ou 



et 



(-^r<(-^)'-(-^) 

(■+i)'>('+^)'"<'+jiT)- 

Quand m croit, ces deux quantités, entre lesquelles la 

valeur de ( iH ) est toujours comprise, tendent l'une 

et l'autre vers la limite e (puisque p est entier). Donc 
(iH ) a la même limite. 

V '»/ 

55. Enfin si Ton fait m négatif, m = — p, on aura 

(-^)-=(-r'=(^)^'=c-^)' 

quantité dont la limite est encore c, quand (z devient 
infini. 

56.' Le nombre e est incommensurable. En effet, si e 

était un nombre commensurable yî on aurait 

b 

ai I I 

:2H h...-h 



b 1.2 * ' * 1 . 9. ... 6 l . 2 .../;(/-> -I- I ) 
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On en tirerait, en faisant passer 2 -f- — 4- ... H r; — ; 

*^ 1.2 1.2.3...^ 

dans le premier membre, multipliant par i . 2 . 3 . . . £, 

et désignant par N un nombre entier, 



(6-f-l)(*-h2)^---- 

On a donc 

N>o. 
D'ailleurs 

ô 4. , ■+" [ï + , ) (^ 4- 2) "^ • • '"^ 6 4- t ■**" (^ -f- 1)' "^"'' 
donc 

„<■. 

On aurait ainsi urt nombre entier compris entre o et j^ 
ce qui est absurde^ e est donc incommi^nsurable. 
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CINQUIÈME LEÇON. 



Différentiation des fonction» logarithmiques et exponentielles.— Des 
fonctions circulaires directes et inverses. 



DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS LOGARITHMIQUES ET 
EXPONENTIELLES» 

57. Soit j^ le logarithme de x dans le système dont la 
base est a, de sorte que 

Si j: devient j: 4- ùkX^y devient j -f- Aj, et l'on a 

j-hAj = log(a--4-Aj:), 

d'où Aj = log(x4-A«) — logx = log ( I -♦-— J 
Ax A X 

X 

Si l'on pose Ax :^ - > on aura 



A^ 



Si Ton fait croître m indéfiniment, A a: diminuera jus- 
qu'à zéro , et f 1 H — ) atteindra la limite e 5 donc 

,. A r dy la 

lira — =^ ou — - = - log e, 
^x dx X ^ 

itx 
d'où dy ou d . loga:=: — log e. 

58. Quand on prend e pour base, les logarithmes ap- 
partiennent à ce qu'on appelle le système népérien : nous 
les désignerons par L 

Dans ce système, on a le = i , et, par suite, 

d \x -=:= — • 

X 
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Il est facile de passer d'un système quelconque au sys- 
tème népérien, et vice versa. 

En effet, Téquation 

j: = a/ 
donne ï .r = j 1 « = log ar 1 « . 

En faisant ici a: = e, il vient 

I =: log € 1 rt, 

d'où lo*» e=z-—', 

\a 

puis logj- =:].rX j— = l^Xlogc. 

Le facteur constant— ou log e , par lequel il faut mul- 
tiplier les logarithmes népériens des nombres pour avoir 
leurs logarithmes dans un autre système dont la base esta^ 
est appelé le module de ce dernier système. Quand on 
prend la base a= lo, le module est 

log e = 0,4342945. 
En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires 

par ou 1 10 qui est 2,3o2585i, on aura les loga- 
rithmes népériens. 

S9* La règle de différentiation des logarithmes est sou- 
vent utile pour difïérentier d'autres fonctions. 

Ainsi, on peut s'en servir pour diffërentier u"\ quel que 
soit m, u étant une fonction de la variable indépendantCi 
On pose 

y =z a", d'où \ y = m\ u, 

et en différentiant, il vient 

dr du 

y u 

ou d ( ti"* ) = m u"'~ ' du . 

Soit encore un produit de plusieurs fonctions de x^ 
tel que}' = i/i^z. 
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Comme il pourrait y avoir des facteurs négatifs ^ éle- 
vons au carré, et prenons les logarithmes; il viendra, 
après avoir différentié et divisé par 2, 

dy du dv di 
y u V z 

résultat déjà obtenu par une autre méthode. 

60. Soit 

u désignant une fonction quelconque de x. En prenant 
les logarithmes des deux membres, dans le système né- 
périen, pour plus de simplicité, il vient 

dy 
\y =:z uXoy d'où -^ = la du y 

y 

c'est-à-dire que 

61 . Bii particulier, si a = e et u = x, on a 

d{ê*)=::é'dœ, 
de sorte que la fonction e' est égale à sa dérivée. 

On peut se demander si cette fonction est la seule qui 
jouisse de cette propriété. Pour répondre à cette question, 
posons 

dy 







^==^' 








on en tire 


î^ ou d\y^ 

y 


dx, 






donc 












et, en 


remplaçant c*' par C, 












r = c^. 








ce qui 


montre que 


la fonction inconnue 


doit être le 


pro- 


duit de e* par une constante. 








62. 


Exemples. 

y 




■0. 






1°. 


= l(^-h\/^l=»-+- JE 






I. 






4 
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On a 

xdx 

s/a^ + x^ dx 

dy=. = -7== 

X -h sja^ 4- x^ Vu' -h 

On remarque d'abord que 



X' 






,, , , dx xdx a} dx 

d'où 4r = 



x fl' + dr* j:(a'-|-x') 
3». j = l[(x — fl)'"(x— ft)»(ar — c^ ... ].. 
Cette quantité est égale à 

m\{x — a)'\'n\{x — fc) -+-/?1(j: — c) 4- ... ; 
donc 

dy _ m n p 

«a: jp — a X — x — c 

Si Ton pose 

[x — aY {x — by [x^cf ,.. =/(«) 

dr d\fix) flx) 
on aura encore -r- = ■,' = \.) \ j 
ax dx f\^) 

et il en résulte 

f[x) _ m ^ . /> ,. 

/^(x) x — a X — X — e 

formule qui sert de base à la théorie des racines égales. 

i* élu étant deux fonctions de x. On a 

lr= ttlr, 
a ou — = rfa 1 (^ -I- a — , 

y 

i/y = j r/« 1 (^ H — udv^ 
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ou bien encore 

Ce résultat pouvait d'ailleurs èlre obtenu en appli- 
quant le théorème relatif à la différentiation des fonctions 
composées. 

dy=:a^'\ah* dx -h a^* b'xiaibda:. 
DIFFÉRENTIATION ttES FONCTIONS CIRCULAIRES. 

63. Commençons par établir d'une manière précise 
sous quel point de vue les fonctions circulaires sont consi^ 
dérées dans le Calcul infinitésimal. 

Dans ce calcul , comme dans la Trigonométrie, les no-^ 
tations sinx, cosx,... représentent les rapports des 
droites ainsi nommées au rayon du cercle auquel elles 
appartiennent ^ ce sont donc des npmbres abstraits. La 
lettre x représente la longueur d'un arc rapportée au 
rayon pris pour unité; c'est encore un nombre abstrait* 
Alors le nombre ir = 3,i4i5926 est la longueur de la 

demi-circonférence dont le rayon est l'unité 5-77- est la 

longueur de l'arc de i degré ; et -^ est la longueur de 
l'arc de z degrés , de sorte que l'on a 

Tzi 180'' /-„/-, 

lOO TT 

L'arc égal au rayon est environ de 57° 16'. 

64. Soit 

y — sin X. 

X devenant x + ^Xj y devient y H- Aj, el l'on a 

j -f- A/ = sin(x 4- Ax), 
d'où A j = sin(x4- Ax) — sinx; 

ou, d'après une formule connue, 



I 
Arznasin - Ax ces 
2 



( x-h - Ax |. 
\ 2 / 



4,. 
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sin -Àx 



Donc :^ = . ^ 



- Ax 
2 



X cos 



(x+Iax). 



sin - A JT 

2 



Maintenant Aor devenant nul, a pour limite 

— A JT 
2 

I , et cos Ix -h- ùiX ) se réduit à cos x \ donc il vient 

dy 
dx 
ou 

£/sin je = cos x c/or. 

Cette valeur montre que le sinus d^un arc augmente 
quand Tare croit de o à -9 diminue quand Tare croit 

de - à 71 , etc. , comme on le voit sur une figure. 

65. De la différentielle du sinus, il est facile de tirer 
celle du cosinus. En effet, on a 

cos s = sin ( z\ 

et 

d cos tsszd uni z |=:cOs( z\ rf|- — a |, 

ou 

d cos « = — sin z dz. 

66. La différentielle de la tangente se déduit de la 

formule 

sinz 

tang z = , 

cosz 

qui donne 

- cos z rfsin z — sivLzd cos z 

d tanc z = 

^ cos» z 

ou 

/» dz 

d tang z := • 

^ cos» z 
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On trouve de la même manière 

dz 
a cet z = . — • 

On voit que si l'arc z augmente , d tang z est toujours 
positive , et dcoi z toujours négative, c'est-à-dire que la 
tangente augmente sans cesse avec Tare , et que la cotan- 
gente au contraire diminue continuellement. 

67. On a 



sec« = 9 

CCS • 

d'où 

sin 2 dz 

dseczss — 

ces* 8 

68. Ces règles suffisent pour difTérentier toutes les 
fonctions circulaires directes ; en voici quelques exemples: 
I®. d sin {ax •+- b) :=^ a cos (ax -^ b)dxi 

,, . ilx 

2P. al sin X = : 

tangx 

3®. d sin"* X = m sin"""* x cos x dx ; 

tingo? 2x — sin^bx 

X x'cos'x ' 



i'- 



^ , sin j: x cosx — sin x , cosx (x — tanc; jt) , 
50. d =3 dx= ^ ; ^—^dx. 



X 



Cette dernière différentielle, étant négative quand a: est 
<^ir, fait voir que le rapport va sans cesse en dimi- 
nuant, lorsque x croît de o à tt. 

DIFFÉREWTTATION DES FOJSCTIOWS CIRCULAIRES INVERSES. 

69. Les fonctions circulaires inverses sont celles dans 
lesquelles on regarde un arc comme fonction d'une de ses 
lignes trigonométriques. On représente l'arc dont le sinus 
est X par la notation arc (sin = x)^ ou plus simplement 
par arc sin x. On écrit de même arc cos x, arc tang x. 

Soit d'abord 

z == arc sin u , 
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u étant une fonction de x. On aura 

u = sin 2 ; 
d*où du = dz cos z , 

du du 

cos z ^i — i^ï 
ou 

d arc sm m = -^ 



v/i — tt' 



Comme v'i — u' remplace cos z , il faudra donner à ce 
radical le signe de cos z, 

70. Soit 

z = arc cos u , d'où u = cos z ; 
On aura 

du ^z-^ sin z fl?z ; 

dou dz=z — = _ 

sm z y/i — a' 

Ainsi 

• d arc cos a = • 



V^î — w» 



Comme ^i — m* remplace sin z, il faut donner à ce ra- 
dical le signe de sin z, 

A cause de la double valeur de v/i — u', on voit que, 
pour une même valeur de u , les différentielles de arc sin u 
et de arc cos u sont égales et de signes contraires, ou 
bien égales et de même signe, ce qui lient à ce que 
ces deux arcs ont alors une somme ou une différence 
constante. 



71. Soit 
On a 



tang z= u, 

— —=r du; 

cos'z 

du 



d'où dz rrr du cos* Z = 

donc d arc tang u = 



1 -f- «' ' 
du 
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On trouve de même 

du 
d arc cet u=. • 

On voit que , pour une même valeur deuy d arc tang u 
et d arc cot u sont toujours égales et de signes contraires. 
En effet , les arcs correspondants ont toujours une somme 
constante. 

72, Exemples: i^. 

I la — ax 



. J2 ax — «' ^ 'isliax — jp* . dx 

aarc sm ' = — dx = -p== 

^ / lax — jc* siiax — 



/ 



, . / idx 

2®. tf arc sm 2x y I — x' = *, 

,- , /i«\ vda — udff 
3". </ arc tang ( - | = — : : — • 

On trouve ainsi que 

, X dx 

d arc tang - 



Ce dernier résultat pouvait être prévu , car on sait que 

dx X 

—r = d arc 3inx , tang arc sin x = -r=.« 

yi — x^ yi — -c» 

Ko a^^^^^ ^^^ _ {'^-^^)[àa'¥d9)^[u^,)[uds>^^du\ 

_(l -|-(;«)fl?a-|-(fH. a»)rf(r 

"" (n-«»)(i-f-v') ' 
OU tf arc tang =r 1 -, 

résultat facile à prévoir, puisque 

arc tang =: arc tang u H- arc tang v. 

73. Les exemples suivants, où toutes les fonctions trans-. 
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cendantes sont combinées entre elles, fourniront Tpccasion 
d'appliquer les règles trouvées daijs ce chapitre : 

fi sinx 
f, arc sin 

^"sin^jr, 
tf-**cosè^, 
log(cosx) , 

logtangx, 

sin(logar), 

sin'"J7 cos".r, 
a: 



(flrcosx-f- ^\ 
t ; — I» 
h cos X -\- a] 

arc tang(\/i4-jt'— -or), 

arciang ( 1, 

log arc cos ^i — a?' , 

, 1 — cos X 
log 1 

^ I -h cos a? 

sinx(2 + ûcosj:) 
(i -f- <icosa:)' 
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SIXIÈME LEÇON. 

Différentiation des fonctions implicites.— Élimination^ d'une constante 
entre Téquation proposée et l'équation qu'on obtient par 1$. différentia- 
tion. — Différentiation des fonctions implicites données par un nombre 
quelconque d'équations, — Dérivées et différentielles successives.— Du 
changement de la variable indépendante. 



DIFFÉREXTTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. 

74-. Nous avons vu qu'on nomme fonctions implicites 
celles qui sont liées à la variable dont elles dépendent 
par une ou plusieurs équations non résolues. 

Supposons d'abord deux quantités x et y liées entre 
elles par une seule équation 

/(x,7) = o; 
et supposons que x soit la variable indépendante. On 

peut trouver dy ou-j- sans être obligé de résoudre l'é- 
quation par rapport à y. En effet , si Ton tirait de cette 
équation la valeur de y en fonction de x^ y = (f (x), en 
mettant cette valeur à la place dey dansy(x, 7), on 
aurait identiquement 

Donc la différentielle de /(x, y), prise en regardant y 
comme une fonction dex^ doit être identiquement nulle, 
et, d'après la règle qui sert à différentier une fonction com- 
posée, on a 





'é--p^-- 


d'où l'on tire 






df 




dy dx 
dx~ df'- 




dy 
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Ainsi , la dérivée de la fonction implicite y s'obtient 
en divisant la dérivée du premier membre de l'équation 
par rapport à x, par la dérivée de ce membre prise par 
rapport à y et en changeant le signe du quotient, 

75. A Faide de la règle précédente, on peut, lorsqu'on 
a l'équation d'une eourbe sous la forme 

obtenir le coefficient angulaire de la tangente en un point 
quelconque de cette courbe, c'est-à-dire ^> sans résou- 
dre l'équation par rapport à l'une des variables. En voici 
quelques exemples. 

I ° . Soi t l'équation de l'ellipse 

En différentiant , on a 

na^Xdx -^ 7.b^xdx=: oj 
d'où -^ = — . 

L'équation de l'ellipse donne deux valeurs de y^ 

h , b I 

auxquelles correspondent deux valeurs de ~- , qui sont 

dxx b X dfi b X 

dx a ^g} — -pj dx a y^^TZrp 

dr 
En général, — a autant de valeurs que^. 

2**. Soit l'équation 

Ky^'\-hx^'{-CxPp = Q, 
on en tire 

mky^-^dy '\-nBx^-^dx-^pCxP-^y'idx'^qCxPyi^^dy = o , 

d'où 

dy __ n'Bx^-' -^pCxP-'yi 

dx m A j'""' --f- q C/?"' xf 
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3°. Soit 4>-f-7»—3axr=o; 

on en déduit 

dy ay — x* 

dx [y"^ — ax 

Comme , en général , à une même valeur de X répondent 
trois valeurs de y ou trois points de la courbe , il y a aussi 

trois valeurs correspondantes de —-• 

4®. Soit encore l'équation 

fl* sm ^ = .r/, 

qu'on ne pourrait pas résoudre par rapport à y *, elle donne 

flcos idx-^-dy^^^xdy -{- ydx'y 

a 

d'où 

Y — fl COS ^ 

dy '' fl 



dx X • 

acos — 



ÉLIMINATIOir DES CONSTAirTES . 

76. Entre une équation donnée et l'équation qu'on en 
tire par la difierentiation, on peut éliminer une constante; 
il en résulte une nouvelle équation qui exprime une pro- 
priété de la tangente, commune à toutes les courbes que 
représente l'équation proposée, quand on y donne diffé- 
rentes valeurs à la constante. 



Ainsi, soit 


y'= 


nax; 


on en tire 


ydyz= 


adxy 


puis, en éliminant a 


dx 


=:2X. 



C'est-à-dire que dans toutes les paraboles qui ont le 
même axe et le même sommet , la soïis-fangente est 



Digitized by 



Google 



6o COURS d'analyse. 

double de P abscisse du point de contact ^ quel que soit le 
paramètre 2 a. 
L'équation 

qui représente une suite de paraboles ayant le même axe 
^^S' 4- et le même foyer situé à 

l'origine, conduit par Téli- 
• mination à T équation 




'^ih"i-r = '- 



ày . 



ax 



Mais 

on aura donc 

FM=:FN, puis FM=FT. 

C'est-à-dire que ^725 toute parabole le foyer est éga- 
lement distant des points oîi la tangente et la normale 
rencontrent Vaxcy ainsi que du point de contact. 

DIFFÉRENTIATIOK DES FONCTIONS IMPLICITES DONNÉES PAR 
PLUSIEURS ÉQUATIONS. 

77. De même que nous avons déduit - - de l'équation 

sans la résoudre, nous allons tirer -p? — du système des 
deux équations 

(i) /(^,r, «) = o, 

(2) F(x,7,z)=:o. 
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Si Ton tirait de (i) et (2) les valeurs de j^ et de z en 
fonction de a;, savoir j^ = 9 (x) et z :±= ip (x) , et qu'on 
les portât dans ces équations, les premiers membres 

/[a:,ff(x),^(x)], F[x,<p{x),4»(x)J, 
seraient identiquement nuls ; donc leurs différentielles se- 
raient nulles aussi. Il faut donc égaler à zéro les différen- 
tielles de/(x,y, z) et F (x,j^, z), en y regardant j- et z 
comme des fonctions de la variable indépendante x. On 
obtient ainsi 

dY dY d¥ 

d'où Ton tire , par la résolution de ces deux équations , 
qui ne renferment les deux inconnues ;t- et — qu'au pre- 
mier degré , 



dy_ 


dfd¥ 
dxdz ' 


ijfdF 
dz dx 


dx~ 
dz 


" dfdY 
dzdy " 

dfdY 
dydx" 


d/dF 
" dydz 

dfdF 
' dxdy 



dx^ ^dF^^dF 
dz dy dy dz 

Sil'éqUatioii (i) ne contenait pas x, on aurait 



dx 



et l'équation (3) deviendrait simplement 
d'où l'on tirerait 



-dy^-dz=o; 



dz dy 

'dy-~W 
dt 
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Cette dernière expression est le rapport des différentielles 
de z et dej* considérées comme fonctions de x \ mais c'est 
aussi bien la fonction dérivée de z considérée comme 
fonction dej^, en prenant^ comme une variable indépen- 
dante. En effet, z étant fonction de j^, en posant 

« = ?(/) 
et prenant les différentielles par rapport à x , on a , d'a- 
près la règle des fonctions de fonctions , 

rfz = f(r)rfr. d'où ?'(r) = |:- 

78. En général, si Ton a n équations entre « -f-i varia- 
bles, une seule sera indépendante, toutes les autres seront 
fonctions de celle-là. On égalera à zéro les différentielles 
des premiers membres de toutes ces équations \ on aura 
ainsi «-hi équations où dx^ dy^ dz ^ etc., entreront au 

premier degré, et d'où l'on tirera les valeurs de — » 

dz 

-7-? etc. 

dx 

79. Soient, comme exemples, les deux équations 

(i) x'-^r«-^^» = /•^ 

( 2 ) «la: 4- ^7 -f- ca -h A = G , 

on en tire, par la différentiation, 

xdx-{'jrdx'hzdz = o^ • 

adx -+■ bdy -H cdz = « , 
et 

(3) dy _ az'-c x ^ 

^ ^ dx cy — hz 

i/\ </z bx — ay 

^^^ dx "■ cy — hz 

Voici l'interprétation géométrique de ce résultat : les 
coordonnées étant supposées rectangulaires , les équations 
(i) et (a) représentent, la première une sphère dont le 
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centre est à Torigine des coordonnées et la seconde un 
plan ; le système des deux équations représente donc le 
cercle résultant de Fintersection de ces deux surfaces. 

^ et — donnent l'inclinaison des tangentes aux projec- 
tions de ce cercle sur le plan des xy et sur celui des zx. 
On connaît donc les projections de la tangente sur deux 
des plans coordonnés, et par suite cette tangente elle- 
même. 

nÉaiVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 

80. Soit j'=/(a:) une fonction quelconque de a:, 
etj^^sa dérivée. Cette dérivée étant une fonction de j?, 
on peut la différentier, et Ion obtient ainsi la fonc- 
tion dérivée de y\ que l'on appelle la dérivée seconde , 
ou du second ordre de j*, et qu'on désigne par j'^. De 
même j<^' aura une dérivée y^"^ et, en continuant ainsi , 
on aura les dérivées de tous les ordres de y ou/(jr). On 
les représente aussi par/' (x) , /'' [x) , /'" (i) , . . . . 

Â ces dérivées correspondent les dilTérentielles succes- 
sives de j^. En regardant A, qui es^t T accroissement arbi- 
traire de X comme une constante , on a 

et ainsi de suite; donc si Ton indique d{dy) par iPy, 
d (d*y) par d^y^ et ainsi de suite, on pourra écrire 

dy^yh, d^yz=:y"h\ d^y^y^h^..,, d'^ y = y(.'^) h\ 

Comme A, ou l'accroissement ^arbitraire de a?, est la 
même chose que dx , ces relations deviennent 

dy = ydxr d''y=zy''dx', d^y = f dx',,.,, d^ y z= y^^) da^ . 

On tire de là , pour les notations des dérivées succès^ 
sives , 

, dy ,^ d'^Y ^/;_^'/ d^y 
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81 . Exemples : i^. j = x"", 

y ou -j- = /»«"-•, 

dx 
— =/iî(/iî-i)a:«-% 

-^ r= m (/» — I ) (m — 2)af- 



air" 



^=l»(«-l)...3.2.I. 

On voit donc que, si m est entier, -^— a une valeur 

constante, et que les dérivées ultérieures se réduisent 
à zéro. 

2°. y = Ax^ + Bx»^' -h C^-' 4- 

-^==/w(m — i)Aa:«-^-f-(iw — l)(iw — 2)Bx»-» -h...; 

et, si m est un nombre entier, 

-- — = i .2.3. . .w.A. 

Les dérivées suivantes sont nulles. 
3°. x = a'. 

Si l'on prend a = e , on a 
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X=\ogx; 



^y -i 1 

^^ . 1 



5°. j = sin X ; 

dy d^Y d^Y dW 

~-=rcosj:; -r-:= — smo?: -7-=— cosa:; -7^=sinx. 
dx dx^ dx^ dx^ 

Les dérivées suivantes reprennent périodiquement ces 
quatre valeurs. 

On peut remarquer aussi que 

| = sin(x+i*); 

et en général 

g = sin(x + %). 

De même pour y = cos a:, on trouverait 

g = cos(x + 2.). 

82. Quand la fonction j^ est implicite, on peut avoir 
ses dérivées successives sans résoudre i'équation qui la 
détermine. Ainsi, soit 

on aura 

I. 5 
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équation qui fournit d'abord la valeur dey en fonction 
de X ou de j, ou en fonction de x seulement si Ton éli- 
minej entre les équations (i) et (2), 
Maintenant , représentons par 

Téquation (2), ou plus généralement une combinaison 
quelconque des équations (i) et (2). On pourra considérer 
la fonction ç comme identiquement nulle , si Ton y sup- 
pose j* ety remplacées par leurs valeurs en fonction de x. 
Donc on doit avoir d(f = o^ ou 

d'où 

Cette équation fera connaître ^ en fonction de x, / et 
y y ou en fonction de x seule , si l'on éliminej* eiy' entre 
les équations (i), (2) et (3). 

On trouverait de même y'"^ y^ etc. 

Nous verrons plus loin (n° 104) comment les équa- 
tions qui 4éterminent^'', j^'^', etc. , peuvent se former au 
moyen des dérivées successives du premier membre /(a:, j) 
de l'équation primitive, prises par rapport à xet ky. 

DU CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 

83. Si l'on a n équations entre {« -f- i) variables , y, x, 
t, u,u,, , . f on peut en regarder une comme indépen- 
dante , et imaginer que toutes les autres soient exprimées 
en fonction de celle-ci. Si l'on choisit t, par exemple, 
on a 

X=z^{t) et rf«^ = 4;C«)(f)f//«. 

Supposons, maintenant, qu'auparavant x ait été la va- 
riable indépendante , et que Ton ait 

X=zf{x) et X=Zff[t). 
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L'élimination de x entre ces deux équations conduirait 
à l'équation j^ = cp( t) , qui , par la différenliatîon immé- 
diate, donnerait les dérivées ^^ (f), <j*"(«),..., \p" [t) de j-, 
en considérant jf comme fonction de la nouvelle variable 
indépendante t. 

Le problème que nous allons traiter consiste à chercher, 
sans passer par Téliminalion de x, les dérivées ou diffé- 
rentielles successives dej^ considérée comme fonction def, 
parle moyen de^' (x)tj^ (a:), etc., et des dérivées ou diffé- 
rentielles de X prises en regardant x comme fonction de r. 

84. A cet effet, si Ton prend t pour variable indépen- 
dante, et que l'on considère x ely comme fonctions de f, 
on a, d'après la règle relative aux fonctions de fonctions, 

Kn différentiant cette équation par rapport ktet r^ar- 
dant dx , non plus comme une constante , mais comme 
une fonction de t , on a 

On trouve de même 

d^X^fi^) dx' -hif" {x)dx d} X -^f {x) d^ X', 

et ainsi de suite. 

Si, au lieu des différentielles de y oude (|;{f ) par rapport 
à iT, on veut avoir ses dérivées ^' [t)^^'* [t)^ etc., il suffit 
de diviser les équations précédentes par dt^ dt* ^ dt^ res- 
pectivement, ce qui donne 

.r(o=/"{^)T'(0'+3/"(x)ç'(o/(o+r(')î"'{0- 

85. Réciproquement, si l'on connaît les différentielles 
ou dérivées successives de x et de r considérées comme 
des fonctions ç (ï), ^ {t) de la variable indépendante ?, on 
en peut déduire les dérivées/"' (-^t)?/'' (x), etc., dej" consi- 

5.. 
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dérée comme fonction de x. Car on lire des équations 

précédentes : 



J W= ^Z^ ' 



dx' 

f,„( ._ dx [dxd'y-^ dyd' x) — Zd^x {dxd'y — dyd'x) 
J (^j - ^i , 

les difTérenlîelles dans les seconds membres éiant tou- 
jours relatives à t, 

86. Il y a un autre moyen d'arriver à ces formules. 

On a d'abord /'(:c)=^. 

En différent! ant les deux membres de cette équation par 
rapport à f , on trouve 

/v/r^N^^-.^ dy _ dx(Py^dyd}x 
f [x)dx^d,-^ — , 

et, en divisant par dx^ 

dxd}y — dyd}x 



r{^Y 



dx^ 



En différentiant de nouveau par rapport à (, on aura 
f"^ {x) , et ainsi de suite. 

87. On doit remarquerque la dérivée première/*' [x) est 
la seule dont l'expression parles différentielles dexetde^ 
reste la même , quand on cesse de prendre jc pour variable 
indépendante ou quand dx cesse d'être constante. 

En effet, /'(x) est toujours exprimée par —-? tandis 
que les autres dérivées /'' [x) , /''' (x) , etc., qui sont re- 
présentées par -j—j -^i etc., lorsque x est la variable 
indépendante, ont des expressions plus compliquées quand 
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OU regarde x eiy comme des fonctions de la nouvelle va- 
riable indépendante t, 

88. Il se présente ici une vérification des formules gé- 
nérales. Si l'on prend x pour variable indépendante, en 
faisant x = tj on a 

dx d^x d^x 

et l'on trouve 

dx est à présent constante, et les différentielles rf/, 
rf'j', etc. , se rapportent à or. 

89. Si l'on prenait j^ pour variable indépendante, l'é- 
quation 

étant résolue par rapport à Xy donnerait une valeur de la 
forme 

F (y) est dite la yb/ic//o/i in\ferse Aef[x). Il faudrait 
faire alorsy = ï, d'où 

puis 

dyd^œ _ dy^ _ T' [y) 

^ ^"^^^ da^ "" (dxy^ r(xy' 



(dxy 



^,„^^^^ -àxdyd-x^Zdy{d-x)- 
dxd^x /cP^cV 



/dxy "^ F'' (7)* 
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90. Voici un exemple de ce changement de variable 
indépendante. 

Soit j =z/[x) , et soit l'expression 

dans laquelle dy et d'^y sont les différentielles de y ou 
dey(j:) par rapport à la variable indépendante x, 

1°, Si l'on prend maintenant pour variable indépen- 
dante une variable quelconque t liée à a: et à jr par les 
équations 

les relations précédemment trouvées (81) donnent 

_ \ ^ dx") _ (dx'-hdyy 

dxd^jr — djrd^x dx d^y — dy d^ or 

OH bien 

2°. Si l'on prend pour variable indépendante la fonc- 
tion inverse j^, on aura , en supposant x = F (j^) , 

dy' 
Par exemple , si Von a 

X =: « ( I — sin t\^ y •=: a{\ — co»r) , 
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on aura 

dx :=: a[\ — cos/) dtj dy z=a sin tdt^ 

d'^x:=z a^mtdt^y d^ jr = a COS tdt*. 

La substitution de ces valeurs donne (en omettant le 
signe — ) , 

« = 2 a V^2(i — cosr) = 2 sl^ay. 
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Desfonctions de plusieurs variables indépendantes. — Différentielles partielles 
at totales.— Propriétés de la différentielle totale ~ Différentielle d'une 
fonction composée, d'une fonction implicite. — Dérivées et différen- 
tielles de divers ordres.-^ Théorème sur Tordre des différentiations. — 
Différentielles totales de divers ordres des fonctions explicites ou im- 
plicites . 



DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES d'uWE FONCTION 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

91. Soit 

«me fonction de plusieurs variables indépendantes. 

En ne faisant varier que x, on peut prendre la dérivée 
de cette fonction par rapport à x : cette déri\^ée partielle 

(qui est la limite du rapport ■j—j sera une certaine fonc- 
tion (p (j:,y, ;5) 5 on la représente par la notation — ou 

— ^ * l » En la multipliant par dx ou par l'accrois- 
sement arbitraire de x, on a la différentielle partielle de 
u par rapport k Xj qu'on indique par 
du 

— ^/.*, ou ff[XyyyZ)dX. 

On pourra prendre de même la dérivée et la différentielle 
de II par rapport ky^ et aussi par rapport à z, 

92. Si l'on pose 

du du du 

la somme des différentielles partielles de u par rapport 
à toutes les variables, ou 

ï {^7 X7 «) (^^ + -^ [^y y y A ^h H- X {^y fy *) ^^> 
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est ce qu'on appelle la différentielle totale de u \ dx , dj^ 
dz ne sont autre chose que les accroissements arbitraires 
de x^y^ z , ou Ax, Aj, Az. 

93. Pour trouver l'expression dç F accroissement total 
A zz de la fonction u , nous allons reprendre le mode de dé- 
monstration employé pour les fonctions composées. On 
aura, en désignant par a , 6 , y des fonctions qui tendent 
vers zéro, avec ù^x^ A/ et A^ respectivement, 

(0/("^-H A^»r,»)— /(*^>J>2) = [?('>r»2^)H-«]A^> 

(3)/(ar,/,z-f.A«)— /(a;,/,s)=[x(^,J,2) + 7]A«• 
Supposons que Ton fasse varier seulement x dans l'é- 
quation (2), puis j: et j^ dans l'équation (3), il viendra 

= [^P (a: -h ^x.yyz) -4- 6' ] ^r 
et 

/(j:-hAj7,/-f-A/,»4-Aa) — /(x + Aa?,/-f- A/ ,») 
= [x(^-4-Ax,/-h A/,z)-h7']A«, 

6' s'évanouissant avec Aor et ùky^ et / avec A^, Aj et 
Az. 

Si Ton ajoute la première équation avec les deux der- 
nières, il vient 

/(a:-+-Ax,j+Aj- ,«4- A«) ^f{x,r,z) 
= [?{^?/>2)H-«]Aj^ -f- [>KxH-Aa:,7,z)-h6']Aj 
"^-IxC-^-*- Ax,7-f.A7,z)-f-7']Az, ' 

OU, en désignant par (S'^ et y'' de nouvelles fonctions qui 
tendent vers o , 

Aw=ç(:r, j,z) Ax4->Kx,jr,2) Aj -f- x (-^jr. 2) A« 
-i- aAa:H-p"Aj4-7''Az. 

Ainsi l'accroissement de la fonction u se compose de 
deux parties: dans ruDe,les accroissements dcvS variables 
sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces 
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accroissemeuts , et qui sont les dérivées partielles de u \ 
dans l'autre , ces accroissements sont multipliés par des 
quantités a, (S'', y'' qui s'évanouissent en même temps 
qu'eux. Dans le cas où les variables indépendantes se ré- 
duisent à une seule , la première partie se nomme diffé- 
rentielle de la fonction. Il est donc naturel de donner, dans 
tous les cas, à cette première partie, le nom de différen- 
tielle totale. 

94. Voici quelques exemples? de difiérentielles totales : 
i**. w = «"/", du = ma:^~^ y^dx -{- wx^/»-' dy. 

«J 



2°. 



V'^M^F' 



du: 



et comme 



il vient 



xdx -^ y dy 



d s]x^-^y^ = 



du 



— axy dx -\- ax^ dy 

{x'+y'Y 
u= arctang-» 



du: 



xdy — ydv 



' x^ 



x'-hy^ 



PROPRIÉTÉS DE LA DIFFÉRENTIELLE TOTALE, 

95. Nous avons vu, au commencement du Cours , que 
la limite du rapport de l'accroissement d'une fonction 
d'une seule variable à sa différentielle est l'unité (pourvu 
que la différentielle ne soit pas nulle). Le même théo- 
rème a lieu pour les fonctions de plusieurs variables in- 
dépendantes. 
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Ou a , d'après la définition de la difïérentielle totale , 
par conséquent (93), 

puis^ en divisant par du y on a, 

Aa ___ ^^ aAx-hf'àx-^Y'à.z 

fJu A y* A z 

Lorsque Ax, û/, Az, deviennent infiniment petits , 
le numérateur tend vers zéro , mais le dénominateur ne 
devient pas infiniment petit , tant que Tun au moins des 

rapports -— 5 -— reste arbitraire. La limite de -7- est donc 
*^* Ax Ax du 

Funitë, si les valeurs des accroissements Ax, A^, Az, 

n'annulent pas du. 

96. Gomme pour les fonctions d^une seule variable, 
si une fonction de plusieurs variables est constante, sa 
différentielle est nulle. 

En effet , la dérivée de cette fonction par rapport k cha- 
que variable est nulle, par conséquent sa différentielle to- 
tale, qui est -r- dx -\- -j- dy -{ — r-dz. est nulle aussi. 
dx dy ^ dz 

On en conclut que si deux fonctions ont une différence 
constante, leurs différentielles partielles ou totales sont 
égales , et réciproquement. Car si u = i^ H- c , c étant une 
constante , on a 

d*où d^a — v) ou du — dtf z=z o et du = dv. 
Et réciproquement, si du = di^ ^ on a 

rf(« — p) =0, 

d> ^ ^ ' 

ou 

« — f == une constante. 
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DIFFÉREMTIATION d'uNE FONCTION COMPOSÉE DE FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

97. Si Ton a une fonction composée de deux ou de 
plusieurs fonctions des variables indépendantes x^y^ z , 
comme p = ¥ (m, ^)y on aura en différentiant tour à 

tour par rapport à chaque variable, 

dp ^^dp du dp d(f 

dx ~^ du dx dv dx 

dp dp du dp dv 

dy du dy dç dy ' 

dp dp du dp dv 

dz du dz dp dz ' 

-f-y •^'i désignant les dérivées de ;t; ou de F (a, i^) prises 

par rapport à chacune des quantités u et j^, comme si 
u et i^ étaient des variables indépendantes. 

En multipliant les dérivées -f-^ -^^ -4- partir, dy^ dz 

respectivement et ajoutant , on aura la différentielle to- 
tale de p , 

dp^-^du-^-'-^dv. 
du dv 

Les facteurs du et d\f qui multiplient les dérivées par- 
tielles -r-^ ~r- désignent les différentielles totales de 11 et 

du dv ^ 

de i^. Ainsi le théorème relatif à la différentîation d'une 
fonction composée s'étend au cas de plusieurs variables 
indépendantes. 

DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 

98. Soient, par exemple, les deux équations 

(1) /(^yfy 2, '^ »^) = 0, 

(2) t'C-^,/, Z> ", r) = o. 
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On peut choisir j:, y^ z pour variables indépendantes: 
alors M et i^ seront des fonctions implicites de ces variables, 
déterminées par ces deux équations. Or,/(x,/, ^, u, v) 
et F (a:, y, z^ u^ \>) ayant, pour toutes les valeurs des 
variables a:, y^ z, une valeur constante qui est zéro, 
leurs diflerenlielles totales doivent être constamment 
nulles. On aura donc 

df , df , df ^ df , df , 
^dx-^-fdf'^-^dz-^'^dU'^-^dvzzzo, 
dx dy dz du dv 

d¥ , dF ^ dF ^ dF ^ dF , 

dx -{- -T- dy -^r -^ dz-^- -j- du-^r -r dv :=: O. 
dx dy dz du du 

De ces deux équations on tirera facilement les valeurs 
de du ^ de Jt^, qui s'y trouvent au premier degré. 

DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES DES 
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

99. Soit 

une fonction des variables indépendantes x ^ y^ z. Les 
règles de différentiation des fonctions d'une seule variable 

donnent immédiatement les dérivées successives — 5 

dx 

d^u 

Or toutes ces dérivées sont des fonctions de a:,j^ etz, 
que l'on peut différentier par rapport à l'une quelconque 

<É 

des variables. Ainsi l'on peut prendre ^ /^Z -, c'est-à- 
dire la dérivée par rapport k y de la dérivée de m par 
rapport à x. 

Pour plus de clarté, on pourrait indiquer ces deux 



d}u 


d^u . du 


d^u du 


«&''• 


•'^'P«i*^'- 


dy" dz 



/ . . "^ \ dx J d^d^u 

opérations successives par — \ — ^ ou ■'--=—-, mais il 
*- dy dydx 



[-£) 
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suint d écrire simplement ou • - 5 parce que 

Tordre des différentielles rly et dx au dénominateur 
indique suffisamment qu'il faut prendre d'abord la 

dérivée de u par rapport à j:, qui est —j et ensuite la 

. , , , . du . 

dérivée de — par rapport a y, 

du 

De même —r— ou exprimera la dérivée par rap- 

port à a: de la dérivée de u par rapport à y. 

On indique d'une manière semblable le résultat d'un 
nombre quelconque de différentiations exécutées dans un 
certain ordre sur la fonction i/, par rapport aux diverses 

variables qu'elle renferme. Ainsi, par exemple, , ■■ — - 
signifie qu'il faut prendre d'abord — =iii, ensuite -7-^= //j, 

puis -7-* = u^^ et enfin --r-^ = 1/4. Ce dernier résultat u^ 

*■ dx dz 

est ce qu exprime la notation • 

THÉORÈME STJR l' ORDRE DES DIFFÉREWTIATIOWS. 

100. Le résultat final de plusieurs différentiations suc- 
cessives est toujours le même y quel que soit F ordre dans 
lequel on opère par rapport aux div^erses ^variables. 
Je dis d'abord que 

du du 

dx dy d}u d^n 

dy dx dydx dxdy 

En effet, si Ton ne fait varier dans la fonction u que x 
et j^, on peut, en faisant abstraction des autres variables, 
représenter u par/ (a:, r). Or on a 

f[x + //, r) -f{x, y) = ^^ 4- «j //, 
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a étant une fonction A.e x^ j eih^ qui tend vers zéro en 
même temps que A, quelle que soit la valeur qu'on donne 
à j. 

Changeons dans cette équation^ en^ -h it. Le premier 
membre devient 

Dans le second ,.-7- devient 
nx 

du 

S tendant vers zéro avec k \ « prendra une nouvelle valeur 
de la forme u-^a* k^ a' ayant pour limite — t sik dimi- 
nue jusqu'à zéro; cette nouvelle valeur devanl encore de- 
venir infiniment petite avt;c A, il faut que a' s'annule 
aussi avec h. On aura donc 

du 
/f — — 

En retranchant la première équation de la seconde, puis 
divisant par lîk , il vient 

f[x^h,y -+• /-) —f{xyy + /-) —f{x 4- h.y) -\- f {x,y) 

hk 

du 

dx ^ , 
= --— + 64- a'. 
dy 

du 

On voit que le premier membre a pour limite — — ? quand 

A et A: décroissent indéfiniment. 

Mais en faisant varier dans/*(x,j^) d' abord j^ et en- 
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suite x^ on trouve que la même expression a pour limite 

4 

— ji quand A et A tendent vers zéro. 

Les deux limites doivent être égales 5 on a donc 

du du 

dx dy d} u d} u 
— -^ ou 



dy dx dydx dxdy 

11 est bon d'observer que cette quantité, à laquelle on 
parvient de deux manières différentes, équivaut aux deux 
expressions 

àt A. U AxàyU 

-^ et ^—9 

àx Ay àx Ay 

de sorte qu*on a àjAgU=:Agàj,u, 

aussi bien que dydgU^=: dgd^u, 

101. Exemples, i^. u^=i xT'y''. 
On a 

du du 

dx dy ^ 



dy 


ou 


d'à 




4" 
dy 


ou 


d'u 


d'u 


dx 


dxdy """"^ ^ - 


dydx 




u = 


: arc tang -• 






du = 


xdy — ydx 





du — y du X 



dx «' 4- J* dy x^ -h y' 

d'^u y' — ar' d^ u 

dydx (x^ +/')' dxdy 
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102. La proposition étant démontrée pour deuxdifférèn- 
tiations successives, il en résulte que si Ton avait à dlifé- 
rentier une fonction plusieurs fois de suite par rapport 
à ses diverses variables et dans un certain ordre, on pour- 
rait, sans changer le résultat final , intervertir l'ordre de 
deux différentiations consécutives. On peut donc amener 
chaque différentiation à tel rang qu'on voudra, c'est-à- 
dire intervertira volonté Tordre des différentiations suc- 
cessives ; de même qu'on démontre qu'un produit reste le 
même, quel que soit Tordre de ses facteurs, quand on a 
prouvé qu'on peut échanger deux facteurs consécutifs. 

On aura, par exemple, 

d^u d^ u d*u 



dx dz dx dy dz dx dz dz dy dx dx dx dz^ dy dx^ 

DIFFÉRBNTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES d'uNE 
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES IN DÉFENDANTES. 

103. Soit u une fonction de trois variables indépen- 
dantes j:, j-, ^, et proposons-nous d'en calculer les diffé- 
rentielles totales du^ d*Uj d^u^ etc. 

La ditférentielle première est 

du , du , du 

On aura la différentielle totale de du ou la différen- 
tielle totale et du second ordre de u , en prenant la diffé- 
rentielle totale de chaque terme de du^ ce qui donne, en 

, d^u d'u 

observant que -; — r- = -; — r-' etc., 
*■ dy dx dxdy 

^d^u d'à d'u , \ . , 

\^dx' dxdy dxdz j 



^«=:7z«^-»-:7::^r-+-:7ri^^- 



/ dUi ^ d'u ^ d'u \ ^ 

/ d'u . d'u , ^ d'u . \ , 

I. 6 
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ou 

-H 2 -- — - dxdz -\- 7. — — - dy dz. 
dx dz dydz 

On voit que d^u peut se former en élevant au carré la 

différentielle première -r^ <^lor -^ — dy -^ —- dz, pourvu 

qu'au numérateur de cliaque terme du carré développé 
on remplace du^ par d^u. Avec cette convention , on peut 
écrire la formule symbolique 

., fdii du ^ du ^y^ 

On aura de même, en général, 

/du , du , du , XC) 

rf" « = ( -- rtx H — r-dr -^ — r- dz ] 
\dj: dy dz^ j 

l'exposant entre parenthèses indiquant qu'il s'agit d'une 
formule symbolique, c'est-à-dire d'une expression dans 
laquelle il faudra remplacer du!" par d'^u après le déve- 
loppement. 

On démontre la généralité de cette formule en prou- 
vant que, si elle est vraie pour un certain indice », elle 
est encore vraie pour l'indice /i 4- i . 

En effet, un terme quelconque du développement sym- 
bolique de /T?"« est de la forme 

où ;? -f. y -h r = «, 

1 .2.3. . ./ï 

et X- = 

I .2...pX l .2...7X 1.2. . ./• 

Le terme correspondant dans d^'u est 

( 2 ) .^ -; ; ,- dxP dy9 dz". 

^ ' dxPdy^dz'^ -^ 

On aura d""^^ u en prenant la différentielle totale de 
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chaque lerme de d"u. Or la difieientielle totale du 
terme ( a) peut s'obtenir en multipliant sa valeur symlKv 
lique (i) par l'expression 
.«N du , du , du , 

pourvu qu'après le développement du produit on change 
rf//"+* en ri"+' M. Donc la différentielle totale de rf^u ou 
rf"+* u s'obtiendra en multipliant par Texpression (3) la 
valeur symbolique de rf" u qui , par hypothèse , est la 
puissance «'*'"*' de la même expression. On aura donc aussi 
la^formule symbolique 

[du , du ^ du , XCr^O 

DÉRIVÉES PARTIELLES DES FOlfCTIOKS IMPLICITES. 

104, On a vu que si Ton a une équation f{pc^y) = o 
entre^deux variables x et j^, on en tire 

df , df ^ ^^ . dy dx 

On peut aussi exprimer les dérivées suivantes -~i 

-T-J9 etc., par les dérivées partielles des divers ordres de 
y(Xj j')!, car en dîfférentiant par rapport à x Féquation 
^ -I- ^ —■ = o , dx étant regardée comme constante, on 
trouve 

dx' ^ dxdy dx dy^ \dx) ^ dy dx" ' 

d^Y 
d'où Ton tire -r-4- En différentiant de nouveau* on ob- 
dx^ 

• j j * ^^r à'Y 
tiendra de même -t-t» 3:t-''"" 

105. Si Ton a une seule équation entre trois variables 

/(j7,/,«)=:0, 

6.. 
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deux quelconques d'entre elles x et j sont indépen- 
dantes, et la troisième z est une fonction déterminée de 
celles-ci. On peut trouver les dérivées successives de z 
de la manière suivante. 

En différentiant Téquation f{x^y^ «) = o par rap- 
port à X, dont z est une fonction , on a 

/ V df df dz 

dx dz dx 

df > i< . dz 

ou 1 on lire -;-• 
dx 

On a de même 

/ V df df dz 

équation qui donne la valeur de — - 

En différentiant (i) par rapport à a:, on aura 

di\f d^f dz d^ffdzy df d'z_ 

dx^ "^ ^ dxdz "di'^l^ \dbi) "^ dz * dx" ■" °' 

d ou i on lire -r—- 

En différentiant (i) par rapport à y ou (2) par rapport 
à x^ on trouve également 

d^f d'f dz d'f dz^ d^fdzdz^ df d'z __ 

dx djr dydz dx dx dz dy dz^ dx dy dz dx dy 

d'où Ton déduira -; — j- 
dxdy 

Enfin, en différentiant (2) par rapport ky^ on aura 

d^f d^f dz d^fldzV dfd^z^ 

dy^ ' dydz dy dz"" \dy ) dz dy' ' 

d^z 
équation qui fera connaître— ^^ On trouverait de même 

d'^z d'z 
dx"^ dx' dy 

106. Par exemple, l'équation de la sphère 

•^' + jr' -h 2' — a' = o 
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donne 

dz dz 

dx dy 



I 4- 



[dzY d'z (dzY d'z 



dz dz 
di d}'^ 


d^z 


dxdy-^""' 


tire 




dz X 

dx z 


dy z 


X» -4- z» dH 


y^-hz' d^z _ 


z» ' dy' "" 


z^ ' dxdy 



d^Z X' -4- z' a^Z J' 4- z' (i^z ^ .ry 
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HUITIÈME LEÇON. 



Applications analytiques du Calcul differcntieU^ Démonstration de la série 
de Taylor. — Remarques sur l'emploi de cette formule.— Autres formes 
du reste. — Série de Maclaurin. — Remarques sur la série de Maclaurin. 
— Développement des fonctions exponentielles. — Développement de 
sin X et de cos x. 



DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 

107. On a vu , dans V Algèbre élémentaire y que si l'on 
change x en x-hh dans une fonction entière de la Va- 
riable X , qu'on désigne par f(x), on peut développer 
/{x-hh) en une suite de termes ordonnés suivant les 
puissances entières et positives de raccroissement A, et 
qu'on a la formule 

j /(^ ^ h) =f[x) -h hf'{œ) 4- -^ /" (x) -^ . . . 

1 An 



I .2.3 



f {^) 1 f" {^ ) -> ctc» î étant les fonctions dérivées succes- 
sives de f [x). Cette suite se termine d'elle-même et con- 
tient m 4- I termes , quand f (x) est une fonction eulière 
dont le degré est m ^ car sa fonction dérivée de Tordre m 
est une quantité constante, et les dérivées des ordres su- 
périeurs à m sont nulles. 

Nous allons voir comment la formule précédente peut 
s'étendre à une fonction quelconque f (x) d'une va- 
riable X. 

Représentons par R le reste qu'on obtient en retran- 
chant de y ( j: -f- /?) la somme des n ~\- i preniins de la 



série 



/(^)-i-V'(.r)+^r(x)-h..., 
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qui a un nombre indéfini de termes, cjuand J (x) n'est 
plus une fonction entière ^ on aura 

(R=/(x-f-A)-/(x)~/i/'(x)-.il/"W-... 

Faisons maintenant x-hh=z z^ d'où résulte A = z — x 
et nous aurons 

JR=/(z)_/(x)-(z-x)/'(x)-(ii::^/"(x)-... 

R dépend, comme on voit , de x, de z et de /i. 

Comme x et -z sont deux quantités indéterminées et 
indépendantes l'une de l'autre , on peut faire varier x 
en laissant z constant et prendre la différentielle ou la ^ 
dérivée de R par rapport à la variable x. Ou aura 

' 1 .2.3 '^ ^ ^ l .2.3. . ./ï 

/ 

I 

^ 1.2.3. ..(«—!)•' ^ '' 

tous les termes se détruisent, excepté le dernier terme 
du second membre, de sorte qu'on a simplement 

^' dx 1.2.3. ../i 

Cette formule va nous servir à déterminer deux limites 
entre lesquelles le reste R sera compris. 

Si l'on remplace/^"+*^ (x)^ dans le second membre, par 
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une constante arbitraire C, on'aura 

m 

dx 1 .2.3. . . /i(/î H" i} I.2.3.../Î 

En retranchant cette équation de la précédente , on trouve 



— [r (^-^n 






,dx\ 1.2.3. ..(^ 

équation qui a lieu quelles que soient x el z, 

408. t^. Supposons à présent x<^zovLh positive (puisque 
h=s z — x) et admettons qu'en faisant croître x depuis 
une valeur quelconque plus petite que z jusqu'à la va- 
leur z^ la fonction y* ^""^^^ [x) reste finie et continue, ou , 
en d'auires termes, varie par degrés insensibles. Dési- 
gnons par M la plus grande et par m la plus petite des 
valeurs que prendra cette fonction. En remplaçant C 
par M dans l'équation ci -dessus, le second membre 
sera positif ou du moins ne sera jamais négatif pour les 
valeurs de x croissantes jusqu'à z. Ainsi l'on aura 



ûte L 1.2.3. . .(/i -H i) J 



>o. 



Donc, tandis que j: croît jusqu'à z, la fonction 
R ^ / , M 

I-.2.3...(/2 +l) 

croît aussi continuellement, puisque sa dérivée reste po- 
sitive (ou plutôt ne devient pas négative). Mais cette 

fonction R ^ J- r M est nulle quand x de- 

1.2.3 . .(/i -h i) ^ 

vient égale à z [car alors R est nulle , formule (a)]. Donc 

elle est négative pour les valeurs de j: moindres que z, et 

par conséquent on a 

(z — jry'+' 
^ I .2.3. . .(/i 4- i) 
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Si dans la même équation on remplace C par m, qui est 
la plus petite valeur dey^"+*^ (a:) , il vient 

^[^- 1,2.3. ..(. + i) "J<"' 
Donc , en faisant croître x depuis une valeur quelconque 

iusquà ^, la fonction R ^ / r ni décroit, 

^ ^ 1.2.3. . .(/i-fi) 

puisque sa dérivée 6st négative ^ et comme cette fonction 
s'annule quand x atteint la valeur z , elle doit être posi- 
tive pour les valeurs de a; <^ s. On a donc 

-^ 1.2.3. . .(« -h i) 

Voilà deux limites deR. 

2^. Supposons maintenant x > z ou A négative, et dé- 
signons toujours par M et m la glus grande et la plus pe- 
tite valeur que prendra y^"+*^ (j:), si l'on fait croître x 
depuis la valeur iî jusqu'à une autre valeur quelconque 
plus grande que z. En remplaçant la constante C tour à 
tour par M et m dans l'équation ( 4 ) , on aura , si le nom- 
bre n est pair, 



>o, 



dx\_ ï.2.3. . .(/i +1) J 

L 1.2.3. ..(/!-+- 1) J 



d 

di 



Donc, en faisant croître x depuis z jusqu'à une valeur 

(2 X ^""*'' 

quelconque, la fonction R —x ■/■ rM, qui est 

* ^ ' I .2.3...(/2 -h i) ^ 

d'abord nulle pour x = z, croît en même temps que oC, et 
par conséquent est positive. On a donc 

R> — ^ — r—:— ^M, 

1 .2.3. . .{n -h i) 
et l'on trouve de même 

(2— x)«+' 



R< 



! .2.3. . .(« -f- l) 
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Si n est un nombre impair, on trouvera les mêmes li- 
mites de R , mais prises dans l'ordre inverse , et par con- 
séquent les deux inégalités seront les mêmes que dans le 
cas où X était <^ z. 

On remarquera qu'en supposant x^ z ^ le facteur 
[z — x)""^* est négatif ou positif, selon que n est pair ou 
impair. 

109. Il résulte de ce qui précède qu'on a,®dans tous les 
cas, 

^~"l.2.3...{/l-hl)'^' 

en désignant par K une quantité comprise entre M et m. 
Donnons maintenant à x une valeur fixe arbitraire, et 
désignons par x' une variable qui reste comprise entre 
les deux valeurs déterminées x et z ou x' et x + A. La 
fonction y^"+*^(a:') qui, par hypothèse, reste finie et 
continue quand x' varie depuis a: jusqu'à x -\-h^ passera 
successivement par tous les états de grandeur intermé- 
diaires entre sa plus grande et sa plus petite valeur, entre M 
et W5 elle deviendra donc égale à la quantité K, qui tombe 
entre M et m, pour une certaine valeur de la variable x' 
comprise entre les valeurs extrêmes x et x-\-h. On 
pourra représenter celte valeur de x' par x -f-O A , étant 
unnombrepositif plus petit que l'unité et d'ailleurs in- 
connu , de sorte qu'on aura 

/("+.) (^ ^0 A) — K. 
L'expression précédente de R deviendra donc 

en l'égalant à son expression primitive (1) , on aura enfin 
la formule (le Taylor 

(6; ) ^ ^^^ '-^ 

I -t- % /(") (x)-f- — 5--V— r-./'"^'' (*+ 9^); 

' 1.2.3. ../l ^ ' i .2.3. . .(«-(-l) 

la quantité h est à volonté positive ou négative. 
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Cette formule a lieu pourvu que/("+'^ [x') reste finie 
et continue pour toutes les valeurs de la variable x\ de- 
puis la valeur x que Ton considère dans la formule jus- 
qu'à a: -h A. Car alors chacune des fonctions précédentes 
f[x')^ y*'(x'), etc., sera ^aussi finie et continue pour 
x' =^ a: , et pour toutes les autres valeurs de x* comprises 
entre a: et a: -+- A. 

Les fonctions dérivées d'ordre supérieur à n -}- 1 ne 
sont assujetties à aucune condition. 

AUTRES FORMES DU RESTE. 

HO. Si Ton sait seulement que la fonction ^^"^ (x') 
est finie et continue quand x' varie depuis x jusqu'à 
X + h^ et qu'on n'ait pas la même certitude pour 
f(^+^) (x') , on peut écrire 

\ h" 

' " /(")(x+9A). 



1.2.3.. ./> 



Ajoutant et retranchant = f^"^ {x) , on a 

[ /(x 4- A) =/(x ) -H A/ (x) H- ... H -^ -Ji") (x) 

(7) 

■p^^-^-— [/(«'(x + ÔA) -/(-) (x)]. 

Le reste R qu'il faut ajouter à la somme des n H- i pre- 
miers termes de la série indéfinie 

/(x)+A/'{.r) + ^/'(x)+... 

pour avoir la valeur exacte dGf(x ■+-/*), prend donc celte 
nouvelle forme : . , 

(8) R=--|L_[/W(x-heA)-/W(x)]. 

Le nombre 9 plus petit que Tunilé qui entre dans les 
formules (7) et (8) n'a pas la même valeur que dans la 
formule (6). 

La formule (7) suppose que /^"^ (x') reste finie et con- 
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liiiue pour toutes les valeurs de la variable a/, depuis x 
jusqu'à x-f- A; elle n exige aucune condition relative 
aux dérivées d'un ordre supérieur à n. Celles-ci pourraient 
devenir infinies ou discontinues pour des valeurs de a/ 
comprises entre .x et x -\- h , sans que la formule cessât 
d'être exacte. Ainsi, en donnant à x une valeur particu- 
lière, ce développement [y) def(x + h) peut être exact 
quand on Tarrêle à un certain terme, et devenir inexact 
si l'on voulait le pousser au delà. 
Supposons, par exemple, qu'on ait 

fi étant un exposant positif fractionnaire ou incommen- 
surable compris entre les entiers nein-h i . Les dérivées 
àef(x) seront finies et continues pour x = a jusquà 
f'"^ (x) inclusivement, en supposant que les dérivées de 
(f (x) et de f\i (x) le soient; mais au delà elles deviendront 
infinies pour a: = a. Le développement de f(a -\- h) ne 

/in 

devra donc être poussé que jusqu'au terme r /"^"^ (a). 

tout au plus^ et on le complétera en lui ajoutant le reste 

! . 2. O . . ./J 

qui est une fonction continue de h. 

H I . Le reste R de la série de Taylor peut encore être 
mis sous une autre forme, qui est utile en certains cas. 

En désignant parc (x) une fonction quelconque de x, 
on a, d'après la formule (6), 

ou , en remettant z — x à la place de h , 

y ( z ) = (p (a:) 4- ( z — a: ) (p ' [ ( j: -h ( z - X ) ] ; 
mais si (f (x) représente le reste B , on a 
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formule (3), de sorte que l'équation précédente devient 
ou 

(9) ^=7TTr3T.-ry"'^'^('-^^*)' 

ôest toujours un nombre positif plus petit que Tuniié, 
dont la valeur n'est pas la même que dans les formules (6) 
et (7). 

REMARQUE SUR LA SÉRIE DE TAYLOR. 

112, Si l'on arrête la série de Taylor à un terme quel- 

conque ^ /^"^(^) qui ne soit pas nul, on pourra 

toujours prendre la quantité h assez petite pour que ce 
terme surpasse en valeur absolue le reste qu'il faudrait 
ajouter à la somme 

/(x) +*/'(*) + ... + _-^__/(.) (x) 

afin d'avoir la valeur exacte def(x -+- h). 

En effet, si l'on prend la seconde forme du reste (8) , 
pour que le terme qui contient h" surpasse le reste corres- 
pondant , il faut qu'on ait ( en ne considérant que la valeur 
absolue de chaque facteur) 

ou simplement 

Cette condition sera toujours remplie, en prenant h 
suffisamment petit , sijT^"^ [x) n'est pas zéro et si/^^"^ (x') 
reste finie et continue pour toutes les valeurs de x^ 
comprises entre x et x-\-h, puisqu'alors la différence 
f^"^(x-hO/i) — f^"^{x) tend vers zéro en même temps 
que h. 

On voit même que le rapport du reste R au terme en 
ft" où Von a arrêté la série tend vers zéro à mesure que h 
diminue. 
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SÉRIE DE MACLAURIK. 

H3. Si l'on fait x= o dans les équations (6), (7) et 
dans celle qu'on obtiendrait en substituant l'expres- 
sion (9) de R et qu'on remplace ensuite la lettre h par la 
lettre a: , on obtiendra les formules 

[/(.)=/(o)4-x/'(o) + -/'(o)H-....^-3--/(--)(o)+ ,^3^^^_^^ )/C'-^'>(<>x), 

(10 ) / /(x) ==/(0) + :r/' (0) + ^y " (0) +...+ ^-^^/ W (O) + J-^^ I/W (9 X) _r ("' W!. 

Ou développe aînsî une fonction quelconque de x en 
une suite de termes ordonnés suivant les puissances en- 
tières et ascendantes de x, pourvu que la fonction dérivée 
de Tordre w + i ou celle de l'ordre n def(x^) reste finie 
et continue pour les valeurs de la variable x' comprises 
entre o et x. 

Sij, lorsque n croit indéfiniment, Tune des expression» 



1.2.3. ..(«4- ir 

ou - ""^' ^['^ ^^ ("-^0 {Bx) 

1.2. 3. . ./i 

tend vers zéro, du moins lorsque x est au-dessous d'une 
certaine limite, la série 

/(o) H- x/; (o) + ^/" (o) + j^r (o) + . . . 

indéfiniment prolongée sera convergente, et, en outre, 
aura pour somme^ (o:). Celte dernière formule est celle 
de Maclaurin, 

Si elle était démontrée avant la formule de Taylor, on 
pourrait en déduire celle-ci , en considérant f[x -f- A) 
comme une fonction de A à développer suivant les puis- 
sances de /fpar l'une des formules (lo). 
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IIEMAB.QUES SUR LA FORMULE DE MÀGLAURIN. 

H4. La fonction^ (a:) ne peut pas être développée sui- 
vant les puissances de a: par la formule de Maclaurin, 
quand cette fonction OU Tune de ses dérivées devient infi- 
nie ou discontinue pour x = o. Mais on peut alors la dé- 
velopper suivant les puissances de x — «, en changeant 
dans la formule de Taylor (6) x en a et h en x — a, ce 
qui donne 

( \\ 1.2 

4- i ^ /f"^ \a) -H ^ ^fin-^^) (a -^9 h); 

\ I.2.3.../Ï 1.2.3.. n 

la seule condition à laquelle la valeur a soit assujettie est 
que/^"+*^ (x') reste finie et continue pour toutes les va- 
leurs de x' depuis a jusqu'à x^ la série sera d'autant plus 
convergente que la différence x — a sera plus petite. 

H 5. La fonction /(x) ue peut être développée en une 
série convergente procédant suivant les puissances en- 
tières et ascendantes de x autrement que par la formule 
de Maclaurin ; car supposons cel^ autre développement 
en série convergente, 

/(x) = A 4- B j: 4- Cx' 4- Dx« . . . , 
on en conclut 

[ A -/(o) ] -H [B -/'(o) ] X H- [C --Çi^].;' + . . . = o. 

En faisant x == o, on obtiendra successivement 

A=/(o), B=/'(o), C=-^^. 

De même la formule de Taylor donne le seul dévelop- 
pement possible dey (x -h h) suivant les puissances en- 
tières de h. 

H6. Il ne faut pas croire que la série indéfinie de 
Maclaurin , quand elle est convergente, ait toujours pour 
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somme J(x]] la somuic de ses termes peut converger vers 

une limite diflérente de f(x). 

i 

Par exemple, la fonction e ^* devient nulle ainsi que 
toutes ses dérivées pour j: = o ; tous les termes de la série 
de Maclaurin appliquée à celte fonction sont donc nuls , 
et cependant la fonction n'est pas nulle. Si ç (x) est une 
fonction développable par la formule de Maclaurin , et 
qu'on pose 

I 
/..r) =:;<}> (x) +e '\ 

la fonction f(x) , développée par la même formule, don- 
nera lieu à une série convergente, mais qui aura pour 
somuic (f [x) et non pas la fonction développée/' (x). 

L'égalité d'une fonction f(x) à la série de Maclaurin 
prolongée à l'infini, ne peut être établie qu'en démontrant 
que le reste qu'il faut ajouter à la somme d'un nombre 
quelconque de termes de cette série pour avoir la valeur 
exacte de f{x)^ devient plus petit que toute quantité 
donnée quand le nombre des termes croît jusqu'à l'infini. 

Les mêmes remarques s'appliquent à la série de Taylor. 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES. 

117. Nous allons développer quelques fonctions parti- 
culières en séries par la formule de Maclaurin. 
Soit d'abord 

Les fonctions dérivées sont toutes égales à e', et l'on a 

/(o) = i, /'(o)=i,..., /in^O(Qa:) = e^'; 
d'où 



I 1.2 1.2.3 * 1.2.3. 



I .2.3. . . (/I 



-n4-i r^^ 



JL C 

Le reste -^ -, peut devenir plus petit que 

» .2 3. . . (/i-hij ' ^ ^ ^ 
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toute quantité donnée si Ton prend n sufilisamment grande 
En effet , on peut écrire 



«r""*"' XX X X 



1 .2.3. . .(«4- i) 1 2 /' /'H-i /-H 2 // -f- I 

Si l'on prend un nombre déterminé Ar<^i, on arrivera 

nécessairement à un facteur i <' kx comme les 

ï -h I 

facteurs vont en décroissant , le produit •: ■: • • 

sera plus petit qu'une puissance de h marquée par le 
nombre de <?es facteurs, c'est-à-dire plus petit que â""*"*""*, 
et par conséquent aussi petit qu'on voudra , en prenant n 

assez grand ; donc le produit • • • > et par èitîte 

le reste 5 -, r (puisque c ' reste fini), peut 

devenir plus petit que toute quantité donnée; d'où l'on 

conclut que la série 1 4- '- H h ... est convergente, 

et qu'elle a pour somme e'. 

118. On peut déduire de là le développement de a*. 
En effet, si l'on observe que a = e^", d'où /2' = e'^'*, 
on obtient, en changeant dans le développement de e', 
X en X la, et en remplaçant e *** par a^', 

x\a x^{\ay x^(\ay :r»(lfl)" 

I I .2 1.2.3 I .2. . . n 



ï . 2 . . . . ( 71 -h I ) 

résultat qu'on aurait pu obtenir direclement. 

DÉVELOPPEMENT DE sill O: ET DE COS O:. 

119. Soit 



/{x) r= sin j: j 



1. 
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6h aura, en appelant n un nombre pair quelconque, 

/'(:t')=:cosx, /''(x) = — sin.r, /'" (x) = — cosa:, 
/'▼(^)=sina7,..., /(»)(a:)=:zpsinx, /(»+') (x) = ±cosx; 

d'où 

/(o) = o, /'(o) = i, r(o)=o, /''{o) = i,..., 
/(»)(o) = o, /(»+') (9^) =±cos(0ar}. 

Il faudra prendre -H cos (ôor) ou — cos (9x) , suivant 
que n-hi sera de la forme 4p -hi ou 4^ + 3. On aura 
donc 



sm J? : 



1T2T3 1.2.3.4-5 



cos(Ox). 



"1.2. .(/2— i)"^ 1 .2. . .(/i -4- ï) 

Maintenant , en valeur absolue, cos [Ox) est <[ i . D'ail- 
leurs on peut toujours pk*endre n assez grand (n° HT) 

potir qiie -: devienne plus petit que toute quan- 
tité donnée. La série 



1.2.3 1 .2.3.4.5 ' ' ' 

est donc convergente et a pour somme sin x. 

Lorsque l'on aura x'^-tla signe de cos(6x) dépendra 

de la valeur de 6 , et l'on ne pourra pas , en général , sa- 
voir le sens de Terreur commise, lorsqu'on s'arrêtera à 
un terme d'un rang déterminé. Mais si , comme il arrive 

ordinairement, a: est <:^ -> cos (Ox) sera toujours positif, 

et l'erreur commise sera alternativement en plus et en 
moins. 

120. Soit maintenant 

/{x) = cosarj 
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on aura , en appelant n un nombre impair quelconque , 

f [x) = — sin x , y' (d?) = — cos a: y 
f" [x) = sin X, /'^(x)=: cos x,..., 

/('»)(a:)=:::q=sin or, /("+0 (Gx) = :4Zcos (Ôj:); 

on aura alors 



cos j: = 1 ^ 



1.2 I .2.3.4 



-COS (ô.r) : 



1.2.3. ..(« — l)'^I.2.3.. (/H-i) 

d'après ce que Ton a déjà démontré (117) , on peut donc 
écrire , quel que soit x , 

:' X* x® 



cosj:= i 



.2 1.2.3.4 1.2.3.4-5.6 
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NEUVIÈME LEÇON. 



Suite des applications de la série de Biaclaurin . — Formtile du binôme 
pour un exposant quelconque. — DéTeloppement de log (i-+- *). — For- 
mules pour le calcul des logarithmes. — Des logarithmes considérés 
comme limites de fonctions algébriques. — Seconde démonstration de 
la série de Taylor. 



FORMULE DU BINÔmE POUR UN EXPOSANT QUELCONQUE. 

121 . Proposons-nous de développer (a -f- ft)"*, m étant 
quelconque. On a, en posant - =; a:, 

(fl H- ^)« = [a ( I -h x)]" = fl"» (ï -f- J?)". 

La question étant ramenée à développer (i -f- a:)", 
soit 

/{x)=z{i-^x)"'; 
on aura 

f'{x) = Wî{i -f-x)""', /"{x)=: m(m — i) (i -har)— ^. . . , 

/('»)(x)=:/7ï(m — i). ..(w — /î-H i)(i H-ar)*-"», 
/(»+•) (Bx) = m {m — i) . . .(m — /î) (14- 0^)""""' . . . , 

et, par suite, 

X m (m — i) , 

^ 1.2 

m{m — i)...(m — n -{- i) 



I .2.3. . .72 

I .2. 3. .(«-*- i) ^ ^ 

422. Supposons d'abord que Ton ait, en valeur ab- 
solue, a: > I ^ je dis que dans ce cas la série sera diver- 
gente. En effet , on a pour l'expression de deux termes 
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consécutifs, 

__ //»(//!— i) ...{m^p-]ri) 
"'■*" ~ 1.2.3. .,. ^ "^^ 

„ _ w (/??—! ) ...(w-^/^ + a) 

Ko — r ~ r Xf , 

1.2.3. ..(/?—l) 

par suite -^^ — = i ]x. 

^ ' «P A A» / 

Comme ce rapport, à mesure que /t? augmente^ tend 
vers a:, et que x est >i ,il s'ensuit que la série est diver- 
gente. 

Quand au contraire r est <^ i , en valeur absolue, la 
série est convergente et a pour somme ( i -ho:)"*. Ici nous 
distinguerons deux cas : 

1°. Supposons d'abord j:> o, on aura 

"~ 1.2.3 ...(/i+i) ^\i-f-Ôxy 

Le premier facteur peut se mettre sous la forme 

m {m — I ) . . . ( m — i + i ) x* 

1.2.3... / 

m — i m — i — i m — n 
X -: X • X • . , » X- 

l -h 1 / -h 2 /î -t- 1 

Ces derniers facteurs convergent vers — j: en prenant 
{'assez grand, et si k est un nombre positif moindre que 
I , mais plus grand que x , on peut suppose^ i assez grand 
pour que chacun de ces facteurs soit moindre que k^ 
abstraction faite du signe. Leur produit sera donc moin- 
dre que ft'+^~', et par conséquent aussi petit qu'on vou- 

1 -r^ 1 1 • -.m (m — i)...(/w — n) ^. 
dra. Donc le produit total — ^ — — =-^ — r^ r— a?«+» sera 

'^ i .2.3 . . . (72+ l) 

aussi petit qu'on voudra en faisaut croître n. 

Quant au fac teu r r — | , comme son exposanir 

finit par être positif, il tend aussi vers o , à moins toutefois 
que 9 qui dépend de /* ne s'approche aussi indéfiniment 
de o. Mais dans tous les cas ce facteur reste moindre que 
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l'unité. Par conséquent , le reste R de la série tend tou- 
jours vers o, quand n croît. Donc la série représente 
(i 4- J^*)'" pour toute valeur positive de x plus petite quei. 
Comme d'ailleurs le reste change de signe quand n aug- 
mente d'une unité, les sommes successives de la série 
seront alternativement plus petites et plus grandes que 

123. 2°. Si la valeur de x est négative, riçn ne prouve 

— I ne croîtra pas indéfiniment, 

et même il devra croître , à moins que ne tende vers o. 
Il faut alors recourir à l'autre forme du reste, 

in (m — i).,.(m — n) . , ^, , ^ . 
I .2.3 . . . n ^ ' • ' 

on a donc en valeur absolue, si Ton pose a: = — z^ 

1 .2.3 ... « ^ ' (i — Oz)" 

ou 

1 .2.3 . . . /i \i — 0z/ ^ ' 

Le premier facteur tend encore vers o , quand n aug- 
mente , d'après ce qui a été démontre ci-dessus. 

D'un autre côté, comme on a -— <^iA r- ) 

' I — 0« ^ \ I — Qz/ 

peut devenir plus petit que toute quantité détermimée, à 
moins que ne tende vers o , et dans ce cas même ce fac- 
teur est toujours plus petit que i . 

D'ailleurs (i — 9^)"""* est < i si^m — i est positif, 

et <r / î — si m — I est négatif : c'est donc, dans tous 

^ (i — zy-" 

les cas , une quantité finie. Donc R peut devenir moindre 

que toute quantité donnée, si n est assez grand. 

Ainsi , en résumé, si x tombe entre — i et -I- i , on a, 

quel que soit m , 

m [m — i) m[m — \\[m — 2) 

(i-irxY = \-\rrnx-\ ^^ ^ x^'-^- — \, ' -x^-^ 

^ ^ 1.2 1.2.3 
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DÉTELOPPEUENT DE log (l + ^). 

424. Soit 

(On ne prend pas Ix parce que , pour jc = o , cette fonc- 
tion et ses dérivées seraient infinies. ) On aura 

/C"^(a?)=±i.2...(/i — i)(i 4-^)-", 
/(•-•^O (ôjp) £: qp 1 . 2 . 3 . . . » (H- Ô jr)-— ' , 
donc 

x^ x^ X* x^ , X'*'*'^ I 

^ ^ 234 ^ /i-t-i (I^-0J:)'^' 

Le rapport d'un terme au précédent est, en valeur absolue, 

— ^- — J7, et Ton voit (fue cette valeur converge versa: quand 

p augmente. DoujC, d'après un théprèrae préc^Hempent 
démontré , la série est divergente lor^ue x .esX > i, en 
valeur absolue. 

Supposons maintenant qu'on ait, en valeur absolue, 
X <^ I . Nous allons démontrer que dans ce cas la série 
est toujours convergente et a pour somme l(i + x)* 

i^. Soit d'abord x positive; on a 



/î4- I \i -f- Bx) 



est une fraction propremenjt dite; sa puissance 

(n + 1 )»*"»« pourra devenir plus petite que toute quantité 
donnée; et il en sera de même de R, à fortiori, 

ti?. Soit maintenant j? négative. Posons jc = — z. On 
aura^ abstraction faite du signe, 

/i 4- I (i — Ôz)"-^' ' n -h i\i — QzJ 
Mais, sous cette forme, on ne voit pas que le reste lend^ 
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vers 05 prenons donc l'aulrc forme deR, 
R= ^-^; -J 



TTÏTSTTTT-^'""'' (o^) = ^^'(> - ")• X (7TÎIF'' 



on aura 



^=i7=ôi) xrrr-.- 

^ z — Ô2 ^ . -. /z-~0«\" 

Or est <r 2 <r I • Uonc ( — 1 ei par suite 

( ^ fi ) X T' P®^^ devenir plus petit que toute 

quantité donnée. 

Ainsi , lorsque x tombe entre H- 1 et — i , on a 

X^ 3C^ S^ 

(,) ,(,+^)=^__ + __^ + .... 

FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES. 

125. On tire de cette série des formules très-commodes 
pour calculer les logarithmes népériens des nombres. 

En effet ^ posons x = - j on aura 



d^où 



l(n-x) = i(n--)=i(r + ^)-b; 



,„..,_„=^_i(^)Vi(l)-.... 

Si A = 1 , on aura 

formule qui donnera 1 (y rh i) au moyeu de celui de j^, et 
d'une série qui est très-convergente lorsque j^ est un 
nombre très-grand. 

Cependant on peut encore obtenir une série plus com- 
mode. On a, en changeant j: en — x dans la formule (i) , 

, . . x^ a^ x^ 

l(,-,r)=-x---^--^-.. ; 
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donc 

K. + x)-l(.-x) = .(i±f)=.(.-.f4-|.-...). 

Posons =1 H — : on en tire x = ^^ » et comme 

1— x 7 ?/-+-// 

1 f H- -| =!(/ 4- //) — !/, on aura 

C'est au moyen de cette sérîe que l'on calcule I lo 
Pour cela on fait d'abord jy^ = i , /i = i , et l'on a 



puis 



1.4 = . >=», 15 = 1.4 + ^ (^ + 3^3+-)- 



De là on déduit 

1 10 = la -f-15 = 2,3o258i8, 
et, par suite, le module du système décimal 

j — = 0,434^94482 = log tab. e. 

126. Posons 

y = x^ — 25a:* et j4- A = ^*— 25ar'4- ï44> 
ou X =z x^ {x -h 5) (x — 5), 

.r + A = (^-4-4)(^-4)(^-*-3)(^~3). 

En substituant ces valeurs dej^ et de h dans la formule (2) , 
on a 

l(xH-4)-M (a:— 4)4- 1 (x +3) 4-l(x- 3) --2l;r-l(a:+5)— 1 {x —5) 

^^ f 7^ , '/ 7^ Y, ^( 7^ y , ]. 

|a;*— 25^^4-72 3 \^'—25a:'-h797 5 \.r< — 25j:'4-72/ J 
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Lorsque x est très-grande, le second membre de cette 
égalité est très-petit. En effet, si Ton a par exemple 

x'^ looo, le terme —^ ^— ^ sera plus petit que 



I 

?î' C^r 

lO'" 



a:<— 25x'-h 72^0:' (x» 25) IO«(lO''-— 25)*^ lO'* j 25 

10* 

Les autres termes de la série seront beaucoup plus petits 
et décroîtront même très-rapidement -, par conséquent , si 
l'on avait x = 1000 , ou un nombre supérieur, on pour- 
rait 5 avec une erreur moindre que — - , poser 

l(x -4- 4) + l(a;- 4) + 1(^-^3) 4-1(^-3) 
— 2lx — l(a;-f-5) — 1(^ — 5) = o, 

formule qui donnerait Tun quelconque de ces logarithmes 
lorsque les autres seraient connus. Il est facile d'obtenir 
une multitude de formules de cette espèce. 

127. La série de Taylor peut servir à démontrer que si 
deux nombres sont supérieurs à une certaine limite, telle 
que 10 000, la différence entre ces deux nombres, pourvu 
qu'elle soit suffisamment petite, qu'elle ne surpasse pas i 
par exemple , est sensiblement proportionnelle à la diffé- 
rence de leurs logarithmes. 

X 

En effet, comme \(i + x) = r~î en s'arrètant au 

^ ' I 4- Ôj: 

premier terme, dans la série de Taylor, on a, 



h 


\f \' \ h\ 1 V — « . . K 


ax ju —— ? 

si A = I , / 
donc 


Hj 1 à) Ij -^^Q^^ 


l(r-f- 1}— 1 > y ■+- 01 
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Comme il n'entre ici que des rapports de logarithmes , 
on peut écrire, dans un système quelconque , 

iog(r + ^) — log r _ ^ 21±il, 

log(/+ i) — log7 jH-ôA' 

puisque, dans deux systèmes différents, les logarithmes 
des mêmes nombres sont proportionnels. 



de même - — rT>— ^^» ou >i — 



I 



>*-»-ôA r + t r-»-» 



Donc :^l±il 



= I inw, 



0) étant plus petit que - ; par suite, 
donc 

iog(r -i- A) — logj =[iog (r + 1) — logr J ^ 
±«/i[iog (j -h i) — logr]. 

Donc si l'on pose 

log (r + A) — logr = [log (/ 4- 1) — logr] A , 

l'erreur commise E sera 

»A[log(7 + i) — logjr]=:w/i log (?[!(/ -l-i)-.!^], 
ou , ce qui revient au même , 

et comme on a 



on aura 



E<^ ->■''<'-• — - si r*>ioooo. 

2 2 lO" 
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Réciproquement, on a 

^ __ iog(r-f-^)"->ogr __ f ^ 

en négligeant la quantité Aw<^— Si y^ loooo, on a 

donc h à près. Mais il y a une autre erreur à crain- 

loooo^ •' 

dre, parce qu'on n'a a et i qu'à une unité près. Alors on 

n a As qu a près. 

^ lOO ^ 

DES LOGARITHMES CONSIDÉRÉS COMME LIMITES d' EXPRESSIONS 
ALGÉBRIQUES. 

128. Nous avons vu que e = liin(i-4--| quand (jt 
devient infiniment grand. On peut démontrer que 

quand m devient plus grand que toute quantité donnée. 
En effet, si l'on pose 



m 
a = — î on a 

X 



hiï- 



a étant une quantité qui s'évanouit quand m surpasse 
toute limite. Donc 

Cette égalité a lieu quel que soit m 5 par suite, elle a encore 
lieu à la limite, quand a = o. Donc 

ff'=liinf ï+ ~) • 

On pourrait d'ailleurs le démontrer directement, 

comme on a démontré que e = lim ( i H J • 

129. Si l'on pose 

e' = j, d'où X = Ij, 
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il s'ensuit que ^ = lira f n | 5 

par conséquent^ 

lira 73^ = lira (1 + 'j) on 1^ = lira fm(7/ - i)]. 

C'est ce qu'on peut d'ailleurs démontrer directement. 
En effet, puisque 1 (i -h jr) = > si Ion pose 

I + .Y = 7r > d'où X = 7/ — ' > 



on a 






donc Ir "^'^^-'^ 



Or si m est très-grand , "^y — i est une fraction ex- 
trêmement petite, qui à la limite devient o; d'où l'on 
déduit encore 

\jr = lira [m (7j — i)] quand m = 00 . 

Cette formule peut servir à calculer le logarithme né- 
périen d'un nombre. Pour la commodité du calcul, on 
peut faire m égal à une puissance de 2 , et alors 7/ s'ob- 
tient par des extractions successives de racines carrées. 

130. On peut se servir aussi de cette formule pour 
développer 1 (i 4- w) en série. En effet, si Ton pose 

on aura m 7r — i =r /w ( i 4- u)"^ — i j 

et si u est moindre que l'unité en valeur absolue, le se- 
cond membre pourra être développé par la formule du 
binôme, on aura ainsi 

^ ' 1.2. 1.2.3 
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ce quî donne , en supposant m = oo , 

l(i-f.tt) = w~--4-'j — .... 

AUTRE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 

131 . Soient m et M la plus petite et la plus grande va- 
leur de/"+* {x) , lorsque x croît depuis a?o jusqu'à X. Si 
a + A est une quantité comprise entre x© et X, on aura 

/"+'(^-f-^) — /w>o. 
Mais le premier membre de cette inégalité est la dérivée 
par rapport à h de la fonction 

donc cette fonction croit avec h , et comme elle est nulle 
pour A = o , on aura pour A > o 

Maintenant le premier membre de cette nouvelle iné- 
galité est la dérivée par rapport à A de la fonction 

/»-> (« + A) _/«-. {a) - hf (a)'--L^: 

donc cette dernière fonction est croissante avec A, et 
comme elle s'annule en même temps que h, on aura pour 
h>o 

On aura de même 

/-. (a 4- /') -/"-= («) - hf-' {a) - -j^/" (a) - -'^^ > o, 

et enfin 

/ /{a+h)-/(a)-f,/'{a) 

( 1.2*^ ^ ^ 1.2.../!*^ ^^ j.:>...(/î4-i) 
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On trouvera de même 

( f{a-^h)^y{a)^hf{a) 

')-—/" (a) - .. . ^— /- {a} —, : M<o. 

On conclut de ces deux inégalités 

R est une quantité comprise entre z — — — î m et 

j — ^ — . M : par conséquent on peut ( n^ 109) la repré- 

senter par . /"+* (a -h Oh) , sî/^^* (x) reste 

finie et continue pour toutes les valeurs de x comprises 
entre oTo et X. On aura donc 

\ 1.2 ^ ' 1.2. ..72*^ ^ ' 1.2... (/ï+l) ^ ' 

Ce qui est bien la formule de Taylor, accompagnée de son 
terme complémentaire. 

On a supposé jusqu*ici F accroissement h positif. Lors- 
que cet accroissement est négatif, il n'y a de changé dans 
la démonstration précédente que le sens des inégalités (i) 
et (a). 
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DIXIÈME LEÇON. 



Généralités sur les expressions imaginaires.— Formule de Moivre.— Déve- 
loppement du sinus et du cosinus d'un arc suivant les puissances du 
sinus et du cosinus de cet arc. — Développement d'une puissance d'un 
sinus ou d'un cosinus suivant les sinus et les cosinus des multiples de 
Tare. — Résolution de l'équation binôme. — Théorème de Cotes. 



GÉNÉRALITÉS SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. 

132. La résolution des équations du second degré qui 
n'ont pas de racines réelles conduit à des expressions 
que l'on nomme imaginaires, et qui sont de la forme 

a "^ b si — I . 

On a trouvé de grands avantages à introduire ces ex- 
pressions dans le calcul : on les combine par voie d'ad- 
dition, de soustraction 5 etc., en opérant comme si sj — i 
était un facteur réel dont le carré fût — i. On obtient 
pour résultat de nouvelles expressions imaginaires, et il 
est utile de reconnaître les relations qui existent entre les 
quantités réelles comprises dans les expressions données 
et dans celles qui résultent de leur combinaison. 

Une équation où entrent des quantités imaginaires est 
la représentation symbolique de deux équations entre des 
quantités réelles. Ainsi , l'équation 

a^b sf^i = «' + ^' V'^ 
comprend les deux suivantes : 

« = «', b=z b', 

133. Toute expression imaginaire a -h i v^ — i peut 
être mise sous la forme r (cos t -f- \/— i sin t). Il faut et il 
suffit 5 pour cela , que l'on ait 



r == \/«^ -+• ^*, cos t == : et sin t = 



b 



s/a'' H- b' sja^ -h b^ 
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on a aussi 

b 
tang / = - • 
a 

La quantité r <{ue Ton prend toujours positive est dite 
le module de l'expression imaginaire. Les valeurs de sin t 
et de cos t font connaître l'arc t ou V argument : on le 
choisit ordinairement positif et plus petit que la circon- 
férence. 

FORMULE DE MOI V RE. 

134. Supposons maintenant que Ton fasse le produit 
{cosar-f- >! — I sinx) multiplié par (cos/H- v/ — isîny)^ 
On aura , pouf la partie réelle , 

cos X cos j — sin x sin jr ou cos ( J? H- j) , 
et pour le coefficient de y^ — i , 

sin a: cos j 4- sin / cos j: ou %\n[x'^y). 
Par conséquent, 

{(cos a: -h y^ — 1 sin j:) (cos/ -h v^ — i sin/) 
= cos(^ +/) 4- V'" sitl (j: + /). 
De là on conclut facilement , quel que soit le nombre de 
facteurs , 

f(cos x-\- si — 1 sin x) (cosj -f- y/ — i sin/) (cosz 4- y — * sin z)... 
=:cos(-c4-/-+-zH-. ..)-+- V— I sin (a- -h/ -h z-h. ..)• 

En supposant a: = j* = ^ =. . . , on en déduit , m dési- 
gnant un nombre entier et positif, 

( I ) (cos X -\-^ — I sin xY = cos mx -h yj — i sin mx. 

Cette formule, appelée formule de Moivre, est encore 
vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou 
négatif. 

DÉVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS d'uN MULTIPLE 
d'un arc suivant les PUISSANCES DU SINUS ET DU COSI- 
NUS DE iCET ARC. 

135. Si Ton développe le premier membre de la for-- 
L 8 
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mule (i), et que Ton égale, de part et d'autre, les parties 

réelles et les parties imaginaires, il vient 

(m (m — I ) 
cos mx = cos" X i cos"—' j: sin' x 
1.2 

\ 1.2.3.4 

et 



sin mx =r m cos'"~' x sin x 

m {m — i) (w — 2) 

1.2.3 



cos'"~^a: sin* a: -}-. 



On voit que cos ma: et sin ma: s'expriment en fonction 
rationnelle de sin x et de cos x. Dans tous les cas, cos mx 
peut s'exprimer en fonction rationnelle de cos x seul , 
mais sin mx ne peut s'exprimer en fonction rationnelle de 
sin X seul, que si m est un nombre impair. 

DÉVELOPPEMENT d'uNE PUISSANCE d'uN SINUS OU d'uN 
COSINUS SUIVAJNT LES SINUS ET LES COSINUS DES MULTIPLES 
DE l'arc. 

136. On peut aussi résoudre la question inverse et 
développer cos'" x et sin*" x suivant les cosinus et les si- 
nus des divers multiples de x. Soient 

u = cos X H- \/ — I sin JT et p =z cos x — ^ — 1 sin x^ 
on aura 9.cosx = u -^ p et 2 y^ — i s\n x=x u — v; 
de là résulte 

, 2'" CCS" .v=(ii -h ''}'" = n"* -f- mu"'-' v H ^^ ^ «'"-V4-. .. 

^ 1.2 

m (m — I ) . 



Il convient de distinguer deux cas. 

1°. Si m est pair et égal à 2/î, le développement ren- 
ferme un nombre impair de termes et il y a un terme 

du milieu qui est — \^ — r^ u" v". On a donc, en 

* I .- 2 , 3 . . . « ' 
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groupant les termes égalemeiu distants des extrêmes, 

H ^ 5 ^ ^//V«, 

I .2.0. . , /? 

Or «/» 4- c'/' = 2 cos/^x et uP i>r= i, puisque uç=i; donc 

!' 2'«cos'«.r = 200s mx + 2 w cos (w — 2) ^ -f- . . . 
1 .2 3. . . /i ' 
d'où 

i2"— ' cos^'-r = coswj: 4- m ros (w — 2) a: 
'•^ 2 1.2 3... /? ' 

2°. Si m est impair et égal à 2/14-1, (z/ -|- ^z)™ 
aura un nombre pair de termes, et l'on obtiendra faci- 
lement 

i2'"-' cos'« X = ces mv 4- m ces ( w -. 2) .r 

I . 2 . O . • . /I 

137. Pour avoir sin»" x, il faudra prendre la formule 

u^vz=2i v/— I sin a:-, 

et en élever les deux membres à la puissance m; il vien- 
dra alors 

l ( v/~h a- . sin'-x = u"* — a/^«— ,, 4- 'n(m-^i) ^^^^ ^^ 
1 1.2 

( m (m — 1 ) 
=t: — u^ . (.«-2 q^ ;n uv"^' rt i^, 

i"". Supposons d'abord m pair et égal à 2 /z. Alors 

et il y aura un terme du milieu qui sera 

-4- ^{f^ -^ )'"{n -M) „ 



I . 2 . . . /i 



8.. 
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On aura donc, en groupant les termes deux h deux, 

( — i}". 2'" î»\n"'xz=z ( w'" 4- i^') — nniv (w"'~' H- v""'^) 
m (m — I ) 



I .2 



U"f'"j 



I .2. . . /I 



OU, en remplaçant u^ -f- 1^' par 2 ces Arx, m*>* par i, et 
divisant les deux membres par 2 , 

i( — I )"2'"~"' sin mx = cosmx — m ces [m — 2) x 
ni (m — f) , ,, _. I m (iw — i )(/!-»- 1) 
H i cos ( m —4) ^. . . ± ^ ^^ • 
1.2 2 1.2.3... 72 

2^. Supposons maintenant m impair et égal à 2/«4-i. 
Alors 

(v^-ir={-.)-v/— , 

et l'on aura , en groupant les termes deux à deux, 

I — lY ^ — I 2»» sin"' x = (u"' — c*" ) — miii' ( u"^"^ — t'"^'^) 

1.2 ^ 

-r- — i^ î^ -' n"v"(n — r), 

I . 2 . . , w 

En général, 

M* — 1^ = 2 ^ — I sin Xx, n'' v^ = i. 
Doue, en divisant les deux membres par 2 \/ — i, il 
viendra 

/ ( — i)" 2'"-' sin*" X = sin nix — m sin (m —2) x 

(4) i mim—j) . , ,, _, /w(/w — 1)...(«-|-2) . 

^^' f ^ i ^ sm(m^A)x.,,±-^ ^ — - — ^sm x. 

1.2 I .2. . . w 

RÉSOLUTION DE l'ÉQUATION BINOME. 

138. La formule de Moivre peut servir à la résolution 
de l'équation binôme a:'" r= ^z a. Nous traiterons d'abord 
l'équation x'" z=a^ a étant une quantité réelle et positive. 
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A cet effet, posons 

X = /(cos t -f- si — 1 sin / ), 

cl*où a;" = r"* (cos mt -h ^ — i sin int) , 

ou aura pour déterminer r et f Téquation 

/^ ( cos mt-A-sJ — I sin mt) = a , 
qui revient aux suivantes: 

7^ cos mt z=i a y r"*sn\mc =zo. ^ 

En élevant ces deux équations au carré et ajoutant , oii 
a d'abord 



d'où 

/- = 4- '(/« î 

4- y « désignant la valeur arithmétique de la racine m'* 
de a. Il suit de là que 

sin mt = et cos w/ = -f- i ; 



donc 



1, X ^' ' ^ 

mt-=z T.i'Ky d ou t=i j 

m 



/étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
Ainsi les diverses valeurs de x sont données par la for- 
mule 

cos h \ — I Sin l • 

m . m j 

139. Pour avoir toutes les valeurs de jc, il suffit de 
donner à i les valeurs o, i, 2, 3^..., m — i. En effet , on 
peut toujours poser 

i = mcj -f- kj 

h étant un nombre entier, positif et moindre que ///. Il en 
résulte 



lllt aX-TT . 2/7r 

= 2777 H 9 sm 

m 



m 



m 



. 2 X- TT 2 /-Tr ifin 

: sm —• — y COS = COS - 

m 



m 



m 



et, par conséquent , 

2 / TT 



2 / TT I . 2 / TT 7. À7T i . 2 /f r 

COS h V — I sm =c()s -+- V — * s"^ ~^ 

m m m m 
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Donc la formule 

(2 X TT / . 2 /- t: \ 
ces -I" V — ' sîn I 
m m 1 

donne toutes les valeurs de x, lorsqu'on attribue seule- 
ment à /l les valeurs o, 1,2, 3,..-, m — i. 

De plus les m valeurs ainsî obtenues seront toutes dif- 
férentes. En effet, comme ft est plus petit que m et posi- 
tif, on a <; 2Tr; par conséquent, deux quelconques 

des arcs considérés n'ont pas, à la fois, même sinus et 
même cosinus. 

140. Il n'est même pas nécessaire de donner à h toutes 
les valeurs entières de o à m — i . En effet , supposons que 
l'on fasse 

il viendra 

iki: il' Tt 2/7T ik''K . ih-K . 2 XV 

= TT > cos = cos > sm = — sm 9 

m m m lu m m 

et , par conséquent , 

iki: . . ihr. ik' t: , . 7. k' t: 

cos -h V — * siii = cos V — ' sm • 

/% m m m 

Il suit de là que si F on prend 

/ iki: . j . 2 /• TT \ 

x= r { cos ± V — I sm 1 9 

\ /// m ] 

on aurs^ toutes les valeurs de x eia donnant à A les valeurs 
o, I,, 2^ , . . . , jusqu a - ou r) suivant que m sera 

pair ou impair. 

théorï:me de cotes. 

141 . La formule précédente, en faisant connaître toutes 
les racines de l'équation binôme , permet de décomposer 
le premier membre de cette équation en facteurs réels du 
premier ou du second degré. 

Nous distinguerons deux cas : 

1°. Si m est pair, on donnera à ft les valeurs o, 1,2, 
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, . . . , jusqu a — L équation x'" — /'" = o aura pour 
racines 

j? = / ( cos — - dz J-^ I sin -^- ) , 
\ m m I 

l 4^ -^ / — • 4^ 

X =z r cos - — ±: V — i sin -^— 
\ m /;/ 



j? = — /•. 



Il résulte de là , en groupant les facteur* qui corres- 
pondent aux racines conjuguées , 



— - /•'" = (x' —/•')/ x"^ — 2 r cas — 0,- -h r- \ 

1 JC'—- 2'OOSt^ j;-|-/' ... i' O./'COS^ '—x-\-r^\* 



2^. Si m estimpair, on doit faire A égala o, i, 2, ^vt 

''' — ï I-. . 

— ;^ — j et 1 équation Jt'" — /"" = o aura pour racines 

xz=r, 

JC =1 r [ cos — db i^ — i Mil -^ I ? 
\ /// /// / 

/ 4^ _L, / — • 4^\ 

\ m m j 

i iin — I ) TT , , ( /// -- \\ 7r \ 

JC = r cos '—zt: J j '— \ • 

\ m ' m j 

Dans ce cas , on a 

1 Jc"* — /-'" = (a: — /■) [jc^ — 2 /• cos — -'- X -f- rM 

^^^ i / . 4^ \ / , (/yi-iU /x 

fX ./■'— 2/COS^— u:+/- I "\X- 2/COS- r- .ç-j-/'M, 

l \ '" / \ "' I 

L'interprétation géométrique de cette formule et de la 
précédente conduit au théorème de Cotes. 
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Décrivons un cercle avec un rayon égal à r\ menons un 

diamètre A A', et, à partir du 
point A , divisons la circon- 
férence en m parties égales. 
Prenons sur ce diamètre une 
longueur 01M= x, et joi- 
gnons le point M aux divers 
points de division . MB étant 
Tune de ces lignes , on aura 

MB*— Ob' -f- Ôm' — aOB.OMcosBOA, 




ou 



MB .MB' = j:» 4- r' — 2 ro? ces 



De même , 



MC .MC =1 x^-{- F'—irx cos 



l\7C 



On retrouve ainsi les divers facteurs du second degré qui 
composent x"' — r'". 

Si m est pair, il y aura deux facteurs réels du premier 
degré x — /• et j: -f- r représentés par MA et MA', et dont 
le produit donne le facteur du second degré x^ — r*. Si 
m est impair, il n'y aura qu'un facteur du premier degré 
X — r ouMA. 

D'après cela , les formules (i) et (2) expriment ce théo- 
rème dû à Cotes, que la différence. des m'^"*" puissances 
des /ignés OM et OA est égale au produit des lignes me- 
nées du point M aux dis^ers points de dis^ision de la cir- 
conférence. 
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Suite de la résolution des équations binômes.— Théorie des exponen- 
tielles et des logarithmes imaginaires. 



SUITE DE LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS BINOMES. 

142. Soit maintenant à résoudre Téquation 

ar^ = — a. 
Posons encore 

a: = r(i!Os ^-f- \/ — I sin r), 

d'où x"* = /•'" (cos mt + y/ — i sin mt ) ; 

on aura, pour déterminer r et/, les deux équations 

/*' cos mtr=. — a et r*" sin mt = o. 
On tire de là 

r=-i-v'«, sinwr=o, cos/k/ = — i. 
Ponc 

i«; = (2i 4- Ow, d'OLi ^rri L-, 

' m 

i étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif^ 
par conséquent x est donnée par la formule 

[(2/-f-i)ir , / . f2/4-i)7rl 
cos ^ h V — ' sm ^ — I • 
7/2 '^ J 

Comme dans le cas précédent (n° 139) , il suffit de faire 
successivement « = 0,1,2,... (m — 1), pour avoi r toutes 
les valeurs de x. De plus, ces valeurs sont différentes; en 
effet, si A désigne l'un des nombres o, 1,2, 3,..., (w — i), 
comme h est au plus égala m — i et 2 A* H- 1 au plus égal à 

( 2 A -f- I ) TT . , 

2 /ri — i, i— est toujours plus petit que 2Tr5 par 

conséquent, les m arcs considérés n'ont pas à la fois le 
même sinus et le même cosinus. 

143. Il n'est pas nécessaire de donner à A- toutejiJcs 
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valeurs entières de o à m — i. En effet, si Ton fait 

k zzz m — I — /•', 
il vient 

[ini — (?./•' 4- i)]7r , . Tsw — (2X-'+ i)l7r 

cos î^ h V -- * S'" ^ ^^— 

m m 

(7.k'+\)T: \ . (2X'-M)7r 

= cos V — ï sin f 

m m 

par conséquent la formule 



-{ 



(2 X- -f- I )7r_^ , . (2A--hl)7r 

cos ^ '— rt V — ' sin - 



m '^ j 

donnera les m valeurs de x, en attribuant à A toutes les 
valeurs entières jusqu au plus grand nombre entier qui 

ne surpasse pas *, c est-a-dire qu on s arrêtera a 

m — 2 . . ^ m — I . 

SI m est pair et a si /n est impair. 

14 i. De même que dans le cas précédent, on pourra 
décomposer x'" -\- r"* en facteurs réels du second degré , et 
trouver une interprétation géométrique du résultat. On 
aura un théorème analogue à celui du n" lll avec cette 
différence que les divisions de la circonférence en m par- 
ties égales ne commenceront pas de suite au point A^ 

mais au point qui en sera distant de Tare 



TT 

m 



145. En dernier lieu, supposons que Ton veuille ré- 
soudre l'équation 

jc"* =: a -}- b si — I . 

Remplaçons a-{- b s/ — 1 par p (cos y + v' — i siti (f); 
posons enfin 

X = r (cos / 4- s/ — r sin t) ; 
on aura à résoudre les deux équations 

r™ cos mt = p cos (p , r'" sin mt = p sin f . 
Oji tire de là 

( r "')' =z p ', d'où r'« = ■+- p et /• = -f- y (> , 



Digitized by 



Google 



ONZIEME LEÇ03V. 1 2 J 

+ y^p étant la valeur arithmétique de la racine m'^'"'' de 
û. Il vient alors 

cos mt = cos 9 , sin wr = sin y ; 
par conséquent, 

/wr == 2/7r -f- », don /= 9 

^ /// 

2 désignant un nombre entier quelconque, positif ou né- 
gatif; par suite, 



COS 

m 



y^-^s/~ 



On prouvera, comme précédemment, qu'il suffit de 
donner à /, dans certe formule, les valeurs o, i, 2 , . . . , 
jusqu'à m — i, et qu'on obtiendra ainsi pour x, m va- 
leurs diflerentes. 

146. La résolution de l'équation 

est maintenant facile à opérer; car on tire de cette équa- 
tion les suivantes ; 



■=-fVf"- 



/zr 



•^~ 2 \/4 '^' 

qui rentrent dans l'un des cas déjà traités. 

THÉORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 

147. On sait que pour toute valeur réelle de a*, on a 

<r' = j 4- ^ H i :; -h 

I .2 I .2.3 

Coni^enons d'appeler e^^~^ le résultat de la substitu- 
tion àe xsj — I à la place de x dans la série ci-dessus, an 
aura 



'^-'= I H-jc^/— i- 



x^sj — 1 x^ 



1.2 1.2.3 J .2.3.4 
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OU 



1.2 1.2.3.4 

07' 



( ^^-'[^ 7:^73 '1.2.3.4.5' 

ce qui revient à 

(1) c**-' = ces X -i- v^ — I sin X. 
En changeant x en — a: , on a 

(2) c""* *^ := cos X — ^ — isinjT. 
On lire de là 



■»Q5 j7 —— 


.-v^- 


-hc^- 


^^^ 






2 




sinx = 


^^- 


— C-' 


V~ 



et 



2 v^ — 1 

148. Lorsque x q\ y sont des quantités réelles, on a 

tf» X ^^ = ^■*"-^. 

La même relation a Heu quand on a x^ — 1 et y^ — i 
au lieu de x el dej^. Eflectivement on a, en multipliant 
membre à membre l'équation (i) et celle qu'on obtient 
par le changement de a: en j", 

^* X<?-^ == ces (j^ + y) -f- >l — I sin (a; 4-7), 

c'est-à-dire 

On peut encore démontrer cette relation de la ma- 
nière suivante. Quand x et j^ sont réels, on a 

e* X ^^ = <^^^t 
il s^ensuit que, dans ce cas, 

i ( I -H- X + — -4- . . ) ( I -f- j 4- -^ -4- . . . ) 

^'1.2 
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Or celle relation esl une idcnlité, car elle doit avoir 
lieu pour toutes les valeurs réelles de x et de y, sans au- 
<uue dépendance entre ces valeurs. Par conséquent, celle 
identité subsiste encore, lorsqu'on y change x et r en 
X s] — I Gij \l — 1 5 donc 

e»*^X er*^= ^C+y)^^. 

149. Par extension , on est convenu de représenter par 
^x-i-j^-\ le résultat de la substitution de x-^-yy] — i à 
la place de x , dans la série 

x^ x" 



H- 



I .2 I .2.3 

La formule e* Xj^ = e""^^ est encore vraie lorsque 
les exposants sont de la forme x -hj si — i . 

En eflet, on aura d'abord, en changeant y ou y sj — i 
dans l'équation identique (a) , 

on a, par conséquent, 

f'-hr^-' = c' {cosy + v^— i sin/), 

^u-f-fVrr _ e"(coSP 4- v/^sin(0; 
donc 

«?'+r*^X fc"+'*^~ — ^-+-" [co5(/ + i>)'\- v/^sin(j -f- c)], 
c'est-à-dire 

150. Toute expression imaginaire a 4- b ^— i /;ez/^ 
e/rt' wwe sous la forme e^-^ *. En effet , comme 

^+7 vTï __. ^^ (^jos j -1- y/— I sin j) , 

il suffit , pour opérer celle transformation, de poser 
e^cosj = ^, c*sinj = t; d'où (e*)'=rt'H-t% 
et comme e' est toujours positif, 
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On aura ensuite 

a . b 

co^X = — — et svïïjr = ■ 

\/a' -h b^ )/a^ -4- b^ 

Alors, si (f est le plus peiit des arcs positifs qui ont 

a . b . 

, pour cosinus, et , pour sinus, on aura 

V^«' -h ^' si a' -\-b^ 

/étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
D'après cela , on a 

a + b sf^ = e^ K- ^^')+;-^ i^+ 9) ^-\ 

On peut aussi obtenir ce résultat de la manière sui- 
vante. Posons 

p (cos <p-hV — I six\rf) = a -i- b sj — i , 
on aura 

/ r « . ^ 

Il suffit donc que Ton ait 

c*(cos/-+- v^ — I sinjr) = p(coscp -h y^— i sin«p), 
c'est-à-dire e* cos J = p ces ^ , c* sin y = p sin <p : 
de là on tire [e* )* = p% d'où e* = p = -h \/rt' 4- ^S 
par suite cos j = cos «p et siny = sin ^ ; 

donc 

z étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, 
ce qui donne , comme plus haut , 

LOGARITHMES IMAGINAIRES. 

181. Si Ton convient d'appeler logarithme népérien 
de a -\-b v/— i Texposant imaginaire^ de ^, dans Inégalité 
précédente, on aura 
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Sous ce nouveau poînt de vue, une quanti le quelconque 
a un nombre infini de logarithmes, parce que i peut avoir 
toutes les valeurs entières possibles, positives ou négatives. 

Si i == o, on a, en désignant par 1 (a) ces nouveaux lo- 
garithmes , 

\(a) = ] a -\- (2 /tt 4- ^) ^ — I. 

Si a est un nombre positif A , on a (p = o et 

I(A) = lA-+-2/7rV^^, 

ce qui montre qu'un nombre positif a un seul logarithme 
réel et une infinité d'imaginaires. 

Si a est un nombre négatif — A , on a y = tt et 

l(— A) = 1A-V- (2/4-1)77 y/^- 

Ceci fait voir qu'une quantité négative n'a pas de loga- 
rithme réel, puisque, mûme en faisant /== o, on a tou- 
jours 

!(— A) =lA4-7rv/^^. 

Dans le cas (m A = i , on a 

l(i) =z 2/77 y— I et i(— 1) = (2/-I- 1)77 v^— i. 
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Vraie valeur des expressions qui se présentent sous Tune des formes 

O 00 



VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS 

O 

LA FORME -• 
O 

152. Soit 2A_J une fraction qui se réduit à - quand 

X = a. Cherchons vers quelle limite tend ^—^^ lorsque 

orlend indéfiniment vers a. Pour cela, remarquons que, 
puisque 9 (a) = o ety (a) = o, on a identiquement 

y('^)~-?(^) 

/(:r-)~/l^) -/(«)' ^""^'"^ /(:r)~ 7(x)-/(^) ^ 

0" — ^« 

or, o: tendant vers la valeur a, ^ — jLlJ, _ i: __^ 

.r — fl ;c — a 

tendent respectivement, et par définition nieme, vers 

9' (a) et/' (a). Donc 

lim ^^' = -^rT^r , ou hm ^^ = hm ^-j-^ - 

On peut arriver à ce résultat d'une autre manière, en 
s'aidant de la série de Taylor. Supposons, en général, 
que/*"+^ (a) et 9"+* (a) soient les premières dérivées qui 
ne s'annulent pas simultanément pour o: = a 5 on aura , 
en posant a: = a -h A dans la formule (11) du n° 124^ / , "j 
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d'où 

d^où Ton tire , en faisant A = o , 

153. Exemples, i**. L'expression devient - 

^ X — a o 

pour jc = a. Or la dérivée de x^ — a"* est maf""^ , et celle 

de j: — a est i : donc la vraie valeur de est nia"*~^ 

' X — a 

pour x = ay quel que soit m. 

2**. En appliquant la même règle, on trouve que, pour 

, . , j ^ — /iax^-^ 5a^x — 2 a* 

xz=z a . la vraie valeur de ; ; est 

' X* — a^ 

o , et c'est ce que l'on peut voir autrement, car 

x'— ^a:i^'\'5a^x — 2û*=:(a? — a)*(x — 2 a), 
a?' — û' = (a: — <i ) (a? -f- /i ) ; 

donc la fonction donnée est égale à 

' {x^a)[x-\' a) or + rt 

expression qui devient bien o pour a:==a. 

3**. Soit . Pour j:= o, cette fonction devient -: 

X o 

la dérivée de sin x est cos x , et celle de x est i ^ donc la 

,. . , sina: ^ 

limite de est i pour x = o. 

Ce résultat doit être considéré comme une vérification , 
mais non comme une démonstration , puisque nous n'a- 
vons obtenu la dérivée de sin x qu'en nous appuyant sur 
sin^ 

X 



ce théorème, que lim est i pour x == o. 

I- 9 
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4®. En appliquant la même théorie, on trouve lim 

pour a: = o ; cette limite est o. 

On y arrive aussi de la manière suivante : 

,. sin'j: ,. sinx,. 

lim = hm hm sin j: =r 1 X o = o. 

On aurait de même , 

,. tangx ,. sinor.. i 
X X ces or 

/»* — p. — •'' — — 2 X 

5**. Limite de '■ — : pour jc = o. 

X — sm x * 



On trouve successivement 

<p' {x) _ g*4-g-*— 
f'{x) ~" 1 — cosa; 



9' (x) e'-^e-'—i o 

JLJ — i ::::: = - pour JP = O ; 

/'{xj 1 — cosx o ^ 



__ . pour j: = o ; 

/''(x) sin* o ^ 

UlJ. ::=: — = 2 pour X = O. 

/"'(x) cosa: ^ 

La limite chercliée est donc égale à 2. 

On serait parvenu à ce résultat, en remplaçante', e' 
et sin X par leurs développements en séries. En effet, 



X* 



e'=i +a:H 



x" 



e"' =1 — X 
sin j? = X — 



1.2 1.2.3 

^ x^ 

1.2 1.2.3 

X^ X* 



1.2.3 ' i.2.3.4«5 
donc 



\i.2.3 1.2.3.4*5 / 



e* — e~* — 2x: 

\ 1 . 2 . »■> 

X* 



X — sin X : 



7X3 i.2.3.4.5^*"' 
d'où 

/ X^ X* \ 

'VlT7:3"^i.2.3.4.5"^"'"j 



e» — e-*— 2x 



- sin X x^ X* 



1,2.3 i.2.3.4'5 
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Si l'on divise le numéraieur et le dénominaleur du se- 
cond membre par o:^, puis qu'on fasse x = o, on trouve 
encore 

,. e* — e-* — 7.x 

lim : = 7. . 

X — sin X 

6**. lim — - = — 2 pour ar=i: 

T' "»îï — ^- = I pour X = I . 

VALEUR DES EH^PHESSIONS QUI PRENNENT LA FORME — • 

00 

134. Supposons que l'expression -^prenne la forme 

QO 

— ? pour :r = a, il s'agit de déterminer la valeur de 
lim ^;p-^5 pour cela , on observe que 



f[x) I 



or, pour x = a^ -jr—r et —r—r sont nuls. Donc la vraie va 



iontn 

leur de cette expression sera la limite du quotient des dé- 
rivées de -jr, — - et de -—, — > et Ton aura 

^{xy 

ou, en désignant par A la limite de ^i^, 

9 (X ) 
OU 

A ou nJ-M-^nml!^. 

On retombe ainsi sur la même règle que dans le cas où 

9- 



Digitized by 



Google 



i32 COURS d'ajnalyse. 

rexpressîon donnée devient-; par conséquent, si n + i 

désigne Tordre des dérivées de (f (x) et def(x) qui, 
les premières , ne sont pas nulles ou infinies à la fois, 
on a 

155. En démontrant la règle précédente, on a supposé 

que A oulim tt-t n'était ni nulle ni infinie; iedis d'abord 
^ /(^) ^ .'*' 

que la même règle subsiste quand A = o. En eflfet, g dé- 
signant une constante , l'expression 

deviendra encore — pour x=- a\ mais comme A ou %r, — r 

est nulle, sa vraie valeur est g. Donc, d'après ce que 
nous venons de démontrer, 

^_ ?'(«)H-g/^(«) _ /(«) 

donc 

Ainsi, dans ce cas, l'application delà règle générale con- 
duit à la vraie valeur de l'expression. 

Il en résulte qu'elle y conduirait encore si A était 

intime, car si -J^-^ = oo , on a -7-4 = o . Donc -7-7— ( = o , 

f{a) <f{a) /(«) 

et par conséquent —^ — t = 00 . 



VALEUR DÈS EXPRESSIONS QUI PRENNEMT LA FORME O X GO . 

156. Si l'on voulait trouver la valeur de l'expression 
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? (rt)/(a) , dans laquelle y (a) = o et /(«) = oo , on 
remarquerait que 

,(x)/(.)=î^, 



expression qui devient - pour x = a. 
On pourrait encore poser 



^{x) 



qui devient — pour x=a. 

Dans les deux cas, on appliquerait les règles précé«- 
dentés. On trouvera ainsi 

lim (i — x) tang — == *" P^^^*" ^= >• 

157. Lorsque les dérivées de (f [x) etf(x) conduisent 
à des expressions qui présentent toujours la même indé- 
termination que l'expression dont on cherche la vraie va- 
leur, on est obligé d'avoir recours à des artifices particu- 
liers. Celui qui réussit le plus généralement consiste à 
remplacer x par a -f- A , à développer les fonctions par 
la série de Taylor, à opérer toutes les réductions et sim- 
plifications possibles, et à faire finalement, dans le résul- 
tat, h= o. 

.. .V'jF-r-v^-f-s/x — fl, . o 
Ainsi ^ devient - pour o: = rt. 

*-= + 



T . j t f ' ^ 1 six 7.dx û,. 00 

Le quotient des dérivées — devient — , 



et il est évident que les dérivées suivantes donneiont 
toujours — • Pour déterminer la valeur de cette expres- 
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sioa , posons x = a 4- A ^ elle devient 



si a 4-/i — \la-\-sJ7i. 
v/Â sl7.a -+-/< 
Si l'on multiplie les deux termes de ce rapport par 
V^a 4- /* 4- V^a, il vient 

divisant ensuite ces deux termes par ^A, on a 

slJi -h ^(i -f- A -f- V^ 

expression qui, pour A = o, devient 
2 V^ I 

2\/« . v^2ûr y^ïâ 

On serait encore parvenu à ce résultat , en développant 
ya-f- h par la formule du binôme. 

VALEUR DES EXPRESSIOIVS QUI PRENNENT LA FORME 0°. 

158. L'expression y (x)^^'^ prend une forme indéter- 
minée lorsque les fonctions /{x) et (f{x) s'annulent 
toutes les deux pour x = a : mais sa valeur pourra se dé- 
duire de celle que prend /{x) log (p (.r) pour x = a ^ d'où 
l'on conclura celle que l'on cherche. 

Par exemple, soit à trouver pour x=zco la limite 

dey(.r)'*^. Le logarithme de celle expression est *^ > 

et sa limite est celle de ^, , » On aura donc 

lilu/(x)-^=^ /v*^. 
EXTE]\SI0I«r DES REGLES PRÉCÉDEJMTES. APPLICATIONS. 

159. Les règles établies ci-dessus, pour trouver la 
valtMir des expressions indéterminées, subsistent en- 
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encore lorsque a devient infini puisqu'elles sont vraies 
quelque grand que soit a*, mais la démonstration ne 
pourrait plus se faire de la même manière. Nous allons 
arriver directement à ces règles dans le cas d'une expres- 
sion qui devient - pour a: == oo . A cet effet, soit a: = - ; 



on aura 



d'où 



,(x)=,(l), /(.)=»/()). 



lia, |(f) — ii,n - 



a) 



/w 



/ 



(j) 



Or, pour a: = oo5 onaj^=o: donc , 



ou bien 



.!lw-.i;.?:w 



hm \\ ! = Iim — 7^ = lim W \ • 

Mais avant d'appliquer les règles il faudra bien s'as- 
surer que l'expression proposée, ainsi que 777—? ap- 

proched' unelimitequand retend vers l'infini. Parexemple, 
l'expression 





cos ./■ 


I 


■h 


cosj; 


JC H- 


X 


JC — 


sin X 


I 


— 


sin X 

X 



tend vers i pour x == oo , tandis que le rapport des dé- 
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. , I — ûnx 



a une valeur complètement indéterminée 



I — cosx 
quand j: == oo . 

160. APPLICATIONS. 

I .2.3. . .n 

I®. \\m x^ er* z=z \\m . =0 pour x = oo, 

e* 

cette limite est encore o , même quand n n'est pas entier, 
comme on s'en assure en développant e' en série. 
I 
2®. lira X* = I , pour a? = o , 

I 
3^ lim(Aj:«-+-Bd!r^'H-. ..-fU)' = i, pour x==oo, 

5®. \\ïa[i •■{- xf = c pour x ■=. o. 
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Extension du Théorème de Taylor aux fonctions de plusieurs variables. 
— Extension du Théorème de Maclaurin. — Propriétés des fonctions 
homogènes. 

EXTENSION DU THÉORÈME DE TAYLOR. 

161 . Soit II =f[x,y) une fonction de deux variables. 
Pour développer f [x-k-h^ j^ -+- A) , on change d'a- 
bord X en x-^-hty y en /4-Af et, dans le résultat 
/{x-h ht^ y-^^^) on fait t = i. 

Soit donc 

si Ton pose, pour simplifier la notation, 

x-^htz^p et ^-f-Xf = ç, 
on a 

Maintenant on a, d'après la série de Maclaurin, 

?{') = ?(o) + '?'(«) rh-f- <,"{o) -{-...+ 1 yW(o)+R 
et 



R=: 



_J^y(n)(e,)_-^(n)(0)]. 



[.2.3 

Mais, à cause de y (^ ) == U, 

puisque l'on a 

dp =r hdt , r/y = / f/r ; 



donc 






Si l'on désigne 9' [t) par U', U' sera encore une fonction 

de p et de ^ 5 et l'on aura î 

^ ^ ^ dp dq dp' dpdq dq' 

Mais le dernier membre n'est autre chose que le dëve- 
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loppemeiit cle ( -7- A 4- ;7- A ) dans lequel on aurait rem- 
placé dV* par rf* U^ on peut donc écrire la formule sym- 
boliqu c 

on aura de même 

et , général , 

ce qu'on démontrera aisément en faisant voir (comme 
pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs 
variable) qu^une nouvelle différentiation revient à mul- 
tiplier chaque terme de l'expression symbolique par 

— //-+- -j- ky puis à changer les exposants de ^U en in- 
dices de différentiation. 

Ainsi donc on aura généralement : 

//^/^ '^'U, rl"Xl , , «(«—1) r^«U , 

V ^^ dp" dp''-'dq 1.2 dif-^dq-" 

\ dpdff"-' dq" 

162. Maintenant, comme 

si Ton fait f = 0, p devient égal à x^ q hy^ U à i/, et 
Ton a 



,(«)(o)=(_/,-H-X.) ; 
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et 1 on^ 
L^J. t»t du , du , I /rf«, rf«,\(') 

\ 1.2.3 \r/x //^ / I.Î.../Î y/jc trr / 

On a d'ailleurs 

i.2../iL\rf/> rf<7 y y/x f/j / J' 

expression dans laquelle il faut remplacer p par x -f- /i, 
et y par;)^H-6Â^. 

163. Comme h et A" sont les accroîssemenis arbitraires 
des variables indépendantes x et j^, on peut les remplacer 
par dx et ^, ce qui change ç' (o) en du^ ?'' (o) on 
d^ 1/, etc., et il vient : 

/(.r + h,x H- ^0=^ « -h ^/^ 4- — -f- ^-^-3 + . . . 



1 . 2 . . « 



On parviendrait de la même manière à la formule 



= /* 4- du H h ... H h R , 

■ .2 1.2...// 



ou 



Dans cette expression symbolique, on a 

«=/(x,j,3...), U =/(/?, y, r...), 

et B représente une fracliou posilive. 
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Quand on reconnaît que R peut devenir plus petit que 
toute quantité donnée, lorsque n est assez grand, la série 
indéfinie qui forme le second membre de [a] est conver- 
gente et a pour somme/ (x 4- A, )^-f-/r, z -h /,...). C'est 
la série de Taylor étendue à un nombre quelconque de 
variables. 

164. On peut faire voir ici, comme pour les fonctions 
d'une seule variable, qu'en prenant h et h assez petits, 
un terme quelconque du développement, s'il n'est pas 
nul, surpassera en valeur absolue le reste de la série, à 
partir de ce terme. 

Ainsi soit le terme 

""*"' 1 .2. .« yr/jt" daf^-^ dy ' ' ' rif/" /' 

on a 

R _ ^" d^^ ^ \ dp"-' dq djf^'dy jJi'^'" 



djf dx"-' dy h * * ' 

après avoir divisé les deux termes de la fraction par A". 
Or pour /i = o et A == o, devient 



dp» dq'*-'' daf'dr''^ 

donc, en prenante et h assez petits, le numérateur pourra 
être rendu plus petit que toute quantité donnée , puisqu'il 
se compose de groupes de termes qui tendent séparément 
vers zéro , tandis que le dénominateur a une limite diffé- 
rente de zéro \ donc, etc. 

EXTENSION DU THÉOIli:ME DE liACLAURIN. 

165. Supposons que , dans le développement de 

y*(j:-+- A,/ -hA) dun^ 162, on fasse x = o,j = o. Dé- 

{du\ fdu\ j . 

signons par Wq , ( y- ) » ( j~. ) ♦••*' ^^ î^^ deviennent «, 

du du 

-,-,..., pour ^=o, y = o. 
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On aura 

{ /(".•)=-+fê).*-(S)/ 

/^ i-i(Ê)-(i)/r---- 

Celte formule deviendra , en remplaçant /* par Xj h pary, 

et Ton aura 

expression dans laquelle on doit faire a: = o, j^= o, et 
remplacer h par x, h par j^, p par flx et y par By. 
Lorsque R tend vers o à mesure que n augmente , le se- 
cond membre de [h) donne lieu à une série convergente 
qui a pour soininey(x, j"). C'est la série de Maclaurin 
étendue aux fonctions de deux variables . On l'étendrait de 
la même manière aux fonctions d'un nombre quelconque 
de variables. 

FONCTIONS HOMOGÈNES. 

166. Une fonction est dite homogène y lorsqu'en mul- 
tipliant les variables qu'elle contient par un même fac- 
teur, le résultat est égal à la valeur primitive de la fonc- 
tion multipliée par une certaine puissance de ce facteur. 
Ainsi f{x^ /, z) sera une fonction homogène si l'on a 

f[tx, ty, tz) = f^f{xyy, z); 
m est dit le degré de la fonction. 

167. Si Von divise une fonction homogène de degré 
m par une des variables élev^ée à la puissance m , la 
fonction ne dépendra plus que des rapports des autres 
variables à celle-ci. 
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I 



^ En effet, posons fx = i^ on aura f = -» et la relation 

/(ri,//, rz) = /'»/(^»r,2) 
devient 



^{'•i'ih'-^ 



Réciproquement^ si celte condition est remplie, la 
fonction est homogène. En effet, si 

-^ on a 

Éliminant la fonction (p, il vient 

m 

ce qui démontre que la fonctiony(j:,j', z) est homogène. 

168. Les dénuées partielles et du premier ordre de 
toute fonction homogène du degré m, f (x, y, z), sont 
des fonctions homogènes du degré (m — 1). 

Soit, en effet, '^'^''^^J' ^^ =y(x, j,3); on a (166) 

/(tx, tjTy iz) = trf{x,y, z.); 
d'où , en prenant la dérivée par rapport à x , 

ff[tx, tx,(s)t=t^^(xyX, z); 
ce qui revient à 

cf{tX,tX,tz)z=:r-^ff{x,r>z)'y 

donc (f (x^fy z) OU — • * ■ est une fonction homo- 
gène du degré m — i . 

169. Pour toute fonction homogène, on a . 

/{tx,ff,tz) = r/{x^X,z); 
posons 



/ = I -f- a. 



4 
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On aura , u désignant /"(a:,/, 2), 

(«) /(^ -4- aa:, / + a/, a 4- az) r= (iH-a)*"». 

Or, la série de Taylor pour les fonctions de plusieurs . 
variables, donne 

( /(a:-hax, 5*4-a^, z 4-a2) 

) fdti du du \ a} [du du du \(^) 

puis le développement du binôme donne 

w im — i) 

(i 4- ar w = w 4- mucL H ^^ • uct} -h . . . . 

^ ' 1.2 

Or, comme [a) est une identité, il en résulte que 
, . du du du 

,r^. I du du du \(^^ , . , . 



^VcT^-ir 



La relation (1), la plus importante, montre que h 
somme des dérivées pattielles d'une fonction homoA L4L^7^ 
gène 5 multipliées respectivement par la ^variable corres- \f / 
pondante , est égale à la fonction nudtipliée par son \ 
degré. 

170. Exemple. 

« = Aj:'+Bj»4-Cz'4-2Djz4- 2Eaz + 2Fxr, 

du 
on a -— == 2Ax -h 2E2 4- aFr, 

<^'« ^ ^ w, 

— - == 2Br 4- 2Dz4- 2F-C, 
^/ 

du ^ .^ „ 

-—= 2Cz 4- 2Dj4- sKx, 
dz 
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d, . du du du 

OU x—^x — -hz — 

dx dy dz 

= 2(Aj:»4- B7»-f-C3»+ 2 D/z -h 2Exz-^ 2Fj:^) = 2a. 

171 . On peut obtenir l'identité (i) directement comme 
il suit. 

Posant ex = /:?, rj^ = 7, ^3 = r, 

on a 

d'où il résuhe , si l'on prend la dérivée des deux membres 
par rapport h t , 

^APiJjlI} a: ^ ^'^^P' ^' ^^ y 4- ^>^(^> ^' ^) ^ 
^1)7 dq ' dr 

= mr-'f{x,y,z). 

Cette identité a lieu pour toutes les valeurs àet\ or 
si f = I , 





dp 


d, 


t 


dr ' 


deviennent 


respectivement 






donc 


du 


du 




du 

7h' 


(0 


du 


du 


du 
dz "" 


mu. 



172: Pour démontrer directement la relation (2), il 
faut différenticr (i) par rapport à x^kyetkz-^ ce qui 
donne les équations 

d^u d^ u d^ u du du 

rfj:* rw? «y az dx dx dx 

d^ u d^ u d^u du du 

^ ty — r + y TT ■+■ ^ j ^ "+" :r = ''^ T" » 

r/x r/;^ "^ dfy' . //^ rtz ax df 

d^ u d'^ u d* u du du 



(fx dz " /// dz dz^ dz dz 
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Ajoutons ces équations respectivement multipliées par 
x^yj z^ puis retranchons des deux membres de Téquation 
résultante la quantité 



di''-^Tyy^ih^^ 



du du du 

il viendra 



(du du du \(») 

On obtiendrait de la même manière les équations sui- 
vantes. 



ÎO 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

Maximums et minimums des fonctions d'une seule variable indépendante. 
— Applications. — Maximums et minimums d'une fonction implicite. 



MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS D ITNE SEULE 
VARIABLE INDÉPENDANTE. 

173. Soit y* (a:) une fonction d'une seule variable j:. 
Si 5 en faisant croître x^ la fonction prend une valeur réelle 
qui surpasse celles qui la précèdent et celles qui la suivent 
immédiatement, cette valeur de la fonction est dite un 
maximum. On appelle minimum une valeur moindre que 
les valeurs voisines. 

Si f{x) devient un maximum pour x= a^ la diffé- 
rence f{a-+- h) — y {«) sera négatiue^ quel que soit le 
signe de A, pourvu qu'on prenne h suffisamment petit. 
Cette différence serait positive sif(a) était un minimum. 
il A. Une fonction peut avoir plusieurs maxin^umset 
minimums , lesquels doivent se succéder alternativement. 
Un maximum peut être irioindre qu'un minimum. Un 
maximum négatif devient un minimum quand on fait abs- 
traction de son signe , et de même un minimum négatif 
pris positivement devient un maximum. Ces diverses 
conséquences de la définition sont rendues manifestes 
par l'inspection de la courbe sinueuse ABCDE. Soit 
y z=z f i^x) l'équation de cette courbe; les valeurs 

maximums et mi- 
nimums de f{x) 
sont évidemment 
les ordonnées des 
points A, B, etc., 
où la tangente est 
parallèle à l'axe des 
X, On voitqueTor- 



Fig. 6. 



y 




E 


p^-. 






xcy 







/ l; 




X 
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donnée du point Â, qai est^un maximum , est moindre que 
Tordonnée du point D, qui est un minimum , et que ror-»- 
donnée du point B, qui est un maximum en valeur abso- 
lue, est un minimum quand on la prend avec son signe; 

175. On sait que la fonction y (x)*croît continuelle- 
ment lorsqu'en faisant croître jt, dans un certain inter- 
valle, la dérivéey (a:) reste constamment positive ^ et que 
/{j:) décroit au contraire quand la dérivée est négative^ 
La fonction f{x) ne devient donc ni maximum ni nii^ 
nimum tant que ^ x croissant, la fonction dérivée con- 
serve le même signe. Mais si la dérivée change de signe 
lorsque x atteint et dépasse une certaine valeur a, alors la 
fonction /(jr) deviendra, pour celte valeur, un maxi- 
mum sî la dérivée passe da positif au négatifs ou un mi^ 
nimum si la dérivée passe du négatif au positif. Cette 
dérivée ne peut d'ailleurs changer de signe qu'en s'éva- 
nouissant, ou bien encore en devenant discontinue ou 
infinie. Ainsi ^ les valeurs de x qui rendent f(x) maxi- 
mum ou minimum, sont uniquement celles pour les- 
quelles y' (x) devient nulle, infinie ou discontinue en 
changeant de signe. 

176. Ordinairement le maximum et le minimum ré- 
pondent à des valeurs de x pour lesquelles la fonction 
dérivée change de signe en s'évanouissant et en restant 
finie et continue. Dans ce cas, on peut établir les condi- 
tions du maximum et celles du minimum a l'aide de la 
série de Taylor. On a d'abord 

f(x H- h) --f(x) = hf {x) ^ R. 
Si f {^x) n'est pas nulle, la différence f(x + li) — f[x] 
a le même signe que hf [oc]. Cette différence change 
donc de signe avec h\ A.o\\Q.f{x) n'est, dans ce cas, ni 
maximum ni minimum. 

Mais si/' [pc] est nulle , oti a 

I • 2 

to.. 
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alors, quel que soit le signe de h^f(x 4- /*) — J{^) a le 
même signe que f" [x). Donc si/" [x) est positive pour 
la valeur de x que Ton considère et qui annule/' (^) » 
f{x) est un minimum, et si/" [x) est négative, /(r) est 
un maximum. * 

Mais si f"{x) est nulle, on aura 

f{x + h) -f{x) = ■^r[^) + R; 

et si/'"(.r) n'est pas nulle, /(x-f- A) — f{^) changera 
de signe avec h : f{x) ne sera ni maximum ni minimum. 
Si /'" [x] = o, on aura 

f[x H- /O ~/(^) =: _^/-(x) -H R, 

et /(:r) est un minimum ou un maximum selon que 
/'^ [x) est positive ou négative pour la valeur de x ç[m 
annule/' [x) , /" {x) , /'" (x), et ainsi de suite. 

177. En général, si une valeur de x annule (fuel- 
ques-runes des r/érwées successives f (x), f'''(x),..., et 
si la première déri^^ée quelle n annule pas est d* ordre 
pair y la fonction { [jl] est un minimum ou un maximum , 
selon que cette dérix^ée est positivée ou négativ^e; mais il 
ny a ni maximum ni minimum si la première dérivée 
qui ne s'annule pas est d* ordre impair, 

178. Celte règle s'accorde avec celle que nous avons 
donnée plus haut ( n*^ 175) ; car si , par exemple, les trois 
premières dérivées s'annulent, on aura, en appliquant la 
série de Taylor à la dérivée 

/'(*) = 77^ /'M^) -H R'. 

et l'on voit bien que/'{j:) changera de signe avec /i. Il 
est clair que /' (x) ne changerait pas de signe avec h s^ 
la première dérivée qui ne s'annule pas était d'ordre im- 
pair. 
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APPLICATIONS. 

179. Nous allons maintcnaut appliquer celle théorie à 
quelques exçmples. 

1°. Mininnun de ocf , Comme il revient au même de 
faire celle recheiche sur le logarithme népérien de cette 
expression , posons 

f{x) = 1.x* = x\x\ 
on aura f'[^) = i H- 1j^ et f"[x) ■= — 



Or si l'on fait 



I -h 1 j: := o , 



on a 



\x = 



d'où X zz e~^ = — 
e 



Reste à savoir si y(-J ou -If-j, et par suite (-) 
est bien un maximum ou un minimum. Or, comme 

/"(i)=e>o. 

on en conclut que x' a un minimum qui répond à x = — 

2^, On donne deux points A et B, situés dans deux mi- 
'^' ^' lieux différents, séparés par une 

surface plane P. Un mobile se 
meut dans le premier milieu 
ai^ec une vitesse uniforme n, 
et dans le second milieu av^ec 
une vitesse uniforme y\ on de- 
mande le chemin AHB que ce 
mobile doit suii^re pour se ren- 
dre de A en B dans le temps 
le plus court. 

Il est clair d'abord que ce chemin devra être composé 
de lignes droites. Je dis ensuite que la ligne brisée qui 
résout le problème doit être dans le plan ABCD , con- 
duit par les perpendiculaires AC, BD au plan P. En effet, 
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supposons que cette ligne soit AGB et qu'elle rencontre le 
plan P au point G non situé dans le plan ABCD. Menons 
GL perpendiculaire à CD, et joignons AL et BL. Les 
triangles AGL et BGL étant rectangles en L, on a 
AL <^ AG et BL <^ BG; par suite, le mobile ira plus ra- 
pidement de A à B en suivant le chemin ALB qu'en sui- 
vant le chemin AGB. 

Cherchons donc, dans le plan ABCD, perpendiculaire 
au plan P, la ligne AHB, qui est parcourue par le mo- 
bile dans le moindre temps possible. Soient 

AC = «, BD=è, CD=:c et CH=:j?; 

le temps que le mobile emploiera pour aller de A en H 

AH i/û' -h x^ 
sera — = ? et celui qu'il mettra pour aller de H 

en D sera — = ^ \ par si 

qu'il s'agit de rendre un minimum est 



en D sera — = ^ \ par suite, la t onction 



U V 

Posons donc. 

f [x] ou — — _ zr = o, 

ou bien 



Si l'on voulait tirer de cette équation* la valeur de x, 
il faudrait en élever les deux membres au carré, et l'on 
aurait ensuite à résoudre une équation du quatrième de-^ 
gré. Mais comme 

siQGAH = sinAHK, 



s/a"" 4- X' 

s/b'^{e-xy 



:ir= sinHBD m sinBHI, 
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on voit que, dans le cas du mînimam [la fonction f(x) 
n'a pas évidemment de maximum] on a 

sinAHK sinBHI sin AHK u 

r^r OU —. = — 

U P sm BHI V 

Dans la théorie de la lumière, cette quantité -i rap- 
port des vitesses de la lumière dans les deux milieux, est 
l'indice de la réfraction de la lumière, au passage du pre- 
mier milieu dans le second. 

3". /i^^) = e* "+- acoso: -f- /?"', 

on a 

/' (x) =ze* — 2 sin x — ^-', 

f'\x) = e* — 2cos;tr ■+- e". 

Si l'on égale f'{x) à o, on a j: = o , valeur qui , sub- 
stituée dans/'(j:), donne/* (o) = 4. 

Pour savoir si c'est un maximum ou un minimum, 
substituons o à la place de x dans f^'(x). Comme 
f"(o) = o, il faut aller plus loin. Or 

/"'{x)=:e*-h^s\nz — f' et /^''{x) =e' -^ 2cosx -h e"', 

d'où Ton tire 

■ r'(o) = o et /-(o) = 4; 

donc / (o) =4 est un minimum de f(x), 

4^. Troui^er la distance minimum d'un point donné 
M (a, b) à une courbe dont on connaît V équation 

(«) r =/(*). 

Joignons MK, K étant un point quelconque de la courbe. 
On aura 

MK'=(x-fl)^-H(/-^)». 

En égalant à zéro la différentielle de cette expression, 
nous aurons . 

(.r-~«) -H (7-^)^ = 0, 
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équation qui revient à 



(^) 



X — a dx 



H- i=o. 



dy 
Or cette relation entre -j-y coefficient angulaire de la tan- 



dx 



gente à la courbe donnée au point (x^ y), et 



y-b 



) c< 



oef- 



ficient angulaire de la droite MK , montre que ces deux 
droites sont perpendiculaires entre elles. Donc la droite 
minimum doit couper la courbe donnée à angle droit. 
Si la distance MK était susceptible d'un maximum, on 
le trouverait encore par la résolution des équations (i) 
et (2). Supposons en particulier que la courhe y :=. f {^x) 
soit le cercle dont l'équation est 



On aura alors -7- = » et la relation (2) deviendra 

dx Y . \ / 

Y — b X 



ou bien , après réduction , 



r=-^. 




Ainsi, pour .déterminer x 
et y, nous aurons les deux 
équations 



b 

y =z-x, 
a 



qui, prises simultanément, 
représentent les points d'in- 
tersection du cercle donné avec la droite MO. Alors KM 
sera la ligne minimum, et K'M la ligne maximum, 



Digitized by 



Google 



QUATORZIÈME LEÇON. l53 

comme on le verra facilement en consid'ërant les dérivées 
suivantes. 

Mais il se présente ici une singularité que l'on peut ce- 
pendant expliquer par la définition mémo que l'on a 
donnée des- maximums et des minimums. 

Supposons que le point donné soit le point N situé sur 
l'axe des abscisses à une distance a du centre. Le carré de 
la distance Nil sera représenté par l'expression 

ou bien par 

r' — 2 ax H- a}. 

Or la dérivée de celte expression est une quantité con- 
stante ( — ia) qui , par conséquent , ne peut être égalée à 
zéro. Ainsi, quoiqu'il existe une distance minimum qui 
est NA , on ne Tobiient pas par notre procédé. Cela vient 
de ce que, d'après la définition, une fonction est mini- 
mum pour une certaine valeur de la variable, lorsqu'elle 
augmente pour des valeurs plus grandes et plus petites 
de cette variable. Or, si NH est considérée comme une 
fonction de x, NA n'est plus un minimum dans le sens 
que nous venons de dire, puisque cette fonction, réelle 
pour des valeurs de x moindres que r, devient imaginaire 
pour des valeurs plus grandes. 

Cette fonction est nulle pour x = o et pour jc = 6. Il 
est clair qu'entre les deux valeurs o et i , il y en aura 
au moins une pour laquelle elle sera maximum -, en pre- 
nant la dérivée, on aura 

/' (^ ) == mcxf^-' {h —xY — nxf" ( h — x^-' , 
-- x^-^ ( h — j;)"~' i^mh — mx — nx). 

11 faudra donc poser 
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ce qui donne les trois valeurs 

mb , 

A la première correspondra un maximum, comme on a déjà 
pu le voir, mais on peut le vérifier directement , car la dé- 
rivée passe évidemment du positif au négatif quand x dé- 
passe la valeur 

* m -i-n 

Si m est pair, à la valeur o correspondra une valeur 
minimum de la fonction, mais dans ce cas seulement. 
En effet, pour des valeurs positives ou négatives très- 
voisines de zéro, les facteurs de la dérivée [b — a:)"~' et 
mb — [m -f- n) x sont toujours positifs, tandis que le facteur 
x'"~* passe du négatif au positif, puisque m est pair : la 
fonction sera un minimum dans ce cas. Mais si m est 
impair, aucun des facteurs de la dérivée ne changera de 
signe , et il n'y aura ni maximum ni minimum. 

On verra de même qu'à la valeur b , il correspondra un 
minimum si n est pair, et qu'il n'y aura ni maximum ni 
minimum pour .r = fc , si n est impair. 

MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES d'uNE 
SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE. 

180. Soit 

• y"^ — 7.mxy -\- x^^za^ 

ovij est une fonction de j: déterminée par cette équation. 
On peut trouver les maximums et les minimums dej^ sans 
être obligé de résoudre l'équation. En effet, la différen- 
tiation de cette équation doiine 

[y — mx) my -\- X = o^ 

dx 

d ou ^ — J 



dx^ y — mx 
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Comme les valeurs de x qui répondent à des maximums 
ou à des minimums de j^ doivent satisfaire à la condition 

on aura ces valeurs en résolvant les deux équations 

/' — 2 mxy -f- a:* = fl , x — my = o . 

181. Supposons, pour plus de généralité , que Ton 
ait 

!f{x,y, z, u) =0, 
<p(j7, j, z, u) = o, 
^Kjt, 7,z,tf)=ro. 

L'une quelconque des variables^ x par exemple , pourra 
être prise pour variable indépendante; les trois autres 
seront alors des fonctions de celle-ci. Considérons en par- 
ticulier la fonction w. Pour trouver les valeurs de a:, ainsi 
que les valeurs correspondantes dey et de ^ , qui donnent 
des maximums ou des minimums de ii, on observe que, 
dans le cas ordinaire du maximum ou du minimum, 
on a 

du 

D'après cela . la différentiation immédiate des équa- 
tions (i ) donne , en y regardant/ , z et m comme des fonc- 

1 -1 y du 

tions de x et supprimant Jes termes ou entre — » 



(a) 



d/dj 
dx dy' 


dx dz 


dz 


df d,f 
dx'^ dy' 


dx dz 


dz 
Tx = '' 


djf^rl^ 

tix tir 


^_^di, 

dx dz 


dz 
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,^ ,!• , dy Hz . , . 

bn éliminant — et — entre ces trois équations, on 

arrive à une équation, 

(3) Y{x,r,z,u) = o, 

qui, jointe aux équations (i), détermine les valeurs de 
x,y yZ et li, qui peuvent répondre à des maximums ou à 
des minimums de /£. 

L'élimination de y- et de — entre les équations (2) 

peut se faire en multipliant ces équations respectivement 
par I, X et fx, ajoutant le tout et choisissaut les indéter-- 

minées X etfx de manière que les coefficients de— et de 

dz 

— soient nuls dans le résultat. On remplace ainsi les 

équations (2) par celles-ci : 

dj ^ do d'if 

dx dx dx ' 

<4) •/i*-i*4=^' ' 



L'élimination de X et de /Jt conduit quelquefois plus rapi- 

dr j dz 
-p- et de — 
dx dx 



dément à Téquation (3) que celle de — et de — entre 



les équations (2). 

182. On pourrait avoir à déterminer les maximums 
ou les minimums d'une fonction explicite F (x, j^, z, m), 
x^y^z et II étant des variables liées entre elles par les 
équations 

I v('^'r»2J,") = o, 
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D*après cela, Tune des variables, x par exemple, 
pourra être regardée comine indépendante 5 y, z, Uy 
F (x,y,z,u) y seront alors des fonctions de x. 

Pour résoudre celte nouvelle question , il suffit de re- 
marquer qu'elle est un cas particulier de la précédente, 
savoir celui dans lequel la fonction implicite, dont on 
cherche les maximums et les minimums , n'entre que dans 
une seule des équations (i). 
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QUINZIÈME LEÇON. 



Maximums et minimums des fonctions explicites ou implicites de plusieurs 
variables indépendantes.— Notions sur les infiniment petits. 



MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 

183. On dit qu'une valeur particulière et réelle d'une 
fonction de plusieurs variables indépendantes /* (or, j^, z) 
est un maximum quand elle surpasse toutes les valeurs 
voisines de cette fonction, c'est-à-dire celles qu'on obtien- 
drait en donnant aux variables des valeurs très-peu diffé- 
rentes de celles que l'on considère. On appelle minimum 
une valeur particulière de la fonction moindre que toutes 
les valeurs voisines. La différence Au ou 

devra donc être constamment négati\>e pour des valeurs 
suffisamment petites et aussi petites que Ton voudra, de A, 
h et /, quandy*(a:,y, z ) est un maximum^ quels que soient 
les signes de /i , A et / ; au contraire, cette différence est 
constamment posiMe quandy(x,y, ^î) est un minimum. 
Supposons que la fonction u =y(a:, y^z) soit un maxi-^ 
mum ou un minimum pour j: = a,y=6, ^=:c. Si dans 
cette fonction on attribue k y el k z les valeurs fixes b 
et c, elle devra être un maximum ou un minimum pour 
X:=a, Par conséquent, il faudra que, pour x = n ^ 

Y z=: b^ z = c^ ■^- soit nulle , infinie ou discontinue. On 
a,v 

dira la même chose de -;- et de -7— Donc les valeurs de 
dx dz 

x^y^ z qui rendent u maximum ou minimum se trou- 
vent parmi celles qui rendent les dérivées — > -j-, -- 
bulles, infinies ou discontinues. 
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184. En se bornant au cas où ces dérivées sont conti- 
nues , on peut s'aider de la série de Taylor pour distin- 
guer, parmi les solutions du système , 

du du du 

^ = o, ^=o, ^ = o, 

celles qui répondent à des maximums ou à des minimums. 
En eÛet, on sl Au ou 

/(j:-4./i,j-+-X-,2-f-/)~/(x,7,z}=:--A + — X--f--^/-f-R. 

Or il a été démontré que Ton peut toujours prendre h , 
A et / assezpetits pour que la somme des valeurs absolues 
des termes qui contiennent h^ketl k un même degré sur- 
passe la valeur absolue du reste R correspondant, et, 
comme dans la question qui nous occupe on doit re- 
garder A, A et / comme pouvant être plus petits que 
toute quantité donnée, et en même temps comme ayant 
des signes quelconques, il suit de là : i" que le signe de 
A M doit être le même que celui de 

du du du 

dx dy dz 

2^ que si l'on n'avait pas à la fois 

du du du 

^=«. ^=«. 5^=°' 

f[x^j^z) ne pourrait être ni un maximum ni un mi- 
nimum, puisqu'en changeant simplement les signes de A, 

1 , , . ^ du , du , du ^ . , . 

/f et /, le sjgne de — A -f- ;7~ ^ + 7~ « > ^^5 P**" suite, celui 

de Au changerait aussi. On retombe donc ainsi sur les 
conditions précédemment obtenues. 

185. Cherchons maintenant quelles sont les condition» 
nécessaires et suffisantes pour que f (j^ 'ij'yz) soit un mi- 
nimum ou un maximum. 

lia différentielle totale du premier ordre étant nulle y 
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on aura 

Aa=: — (A/i^4-B/»4-C/'-f-2DM-f- aE^/^-2FX/)4-R, 

1.2^ ^ 

on bien A « = - t/' a -f- R. 

2 

Admettons d'abord que A , B , C , D, E , F, qui , pour 
abréger, désignent les dérivées partielles du second ordre, 

TT' TT' ^^^"i "6 soient pas tous nuls a la lois pour les 

valeurs àe x^ y^ z considérées, c'est-à-dire celles qui 

1 1 1 / - / 1 • ^ du du du 

annulent les dérivées du premier ordre — -» -7-% — -• 
* dx dy dz 

Si d}ii n*est pas îdentiquement nulle, il peut arriver 
trois cas :i^ (Pu pourra changer de signe, alors il n'y aura 
ni maximum ni minimum : 2** ^? m conservera toujours 
le même signe, alors u sera maximum ou minimum se- 
lon que c?' u sera négative ou positive-, 3** (Pu sera nulle 
pour certaines valeurs de h ^k ^l^ mais sans jamais chan- 
ger de signe. Alors on ne peut dire si la fonction est un 
maximum ou minimum, et pour avoir une conclusion , 
il faudrait pousser plus loin le développement de An. 

Nous nous contenterons de chercher les conditions né- 
cessaires et suffisantes pour que rf* m ou la fonction 

AA'-4-B^»-hC^H- 2DMh-2E>^/^-2FX7 

' soit constamment positive , quels que soient les signes de 

fi^ijl^ pour de très-petites valeurs de ces trois quanti- 
tés. Mais comme cette expression est une fonction homo- 
gène de /i , A et / , on voit , en la mettant sous la forme de 

' que , si elle est positive pour de très-petites valeurs de 

/?., A, /, elle le sera aussi pour des valeurs aussi grandes 

; que Ton voudra de ces variables, pourvu que leurs rap- 

: ports ne changent pas. Ainsi , il sera nécessaire et suffi- 
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sant que celte expression 

soit positive pour toutes les valeurs réelles possibles de 
A , A et /. 

Observons maintenant que si l'un des coefficients des 
carrés, A par exemple, était nul, les coefficients des 
termes qui contiennent A, c'est-à-dire D et E, seraient 
aussi nuls. En effet , dans ce cas, on a 

rf»£i==PA4-Q, 
en posant 

P=:2(DX + E/), Q = BA« + C/»+2F^/, 

P et Q étant indépendants de A ^ si , après avoir donné des 
valeurs arbitraires à Ar et à /, on fait 

A = — p + « > puis ensuite A = — ^ — « , 

les résultats de cette substitution sont Pa dans le premier 
cas, et — Pa dans le second. Donc, si P n'était pas nul 
identiquement, d^ u pourrait changer de signe. Par consé- 
quent , l'égalité A = o entraine les suivantes : 

D = o, E = o. 

Il résulte de là que les coefficients A, B, C, et même 
deux d'entre eux ne sont pas nuls à la fois ; car s'il en était 
ainsi, la fonction e;?' m s'annulerait d'elle-même , ce qui 
est contraire à la supposition que nous avons faite au 
commencement. 

Supposons donc que A, par exemple, ne soit pas nul-, 
je dis que l'on aura A}>o; car si l'on pose ^ = et 
/ = o, la fonction se réduit au terme A A* qui, pour être 
positif, exige que A soit > o. Une première condition 
nécessaire dans le cas du minimum est donc 

(i) A>o. 

Maintenant, on peut écrire d^u ou la fonction 

A/i'-f BX»-f- C/^+ 2DA/ -j- 2E/t/+ 2F/7 
I. II 
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sous la forme 

/,»^.2/i ~ — j + B^'H-C/'-f- 2F/, 

on bien encore, en complétant le carré dont les deux pre- 
miers termes sont dans la parenthèse, 

/, D^-hEiy D'X''4-2EDA/4-EV. ^, ^ 

Al Ah -r— ) -^— -^^ — f-B^»-f-C/'-|-2F/7 

Si Ton pose, pour abréger, 

D' E» ED 

on devra donc avoir, pour toutes les valeurs de A, A, /, 
A (h 4-?A±^yH-G^'H- 1/^4- 2M/7>o. 

Si G était nul, la fonction considérée se réduirait pour 

D/-f-E/ 

h = j— 

à IP-^nMAl. 

Ce binôme ne peut être positif pour toutes les valeurs de 
/ et de A que si M = o ; mais d* u pouvant alors être mis 
sous la forme 






cette différentielle s'annulerait pour la valeur / = o 
jointe à une infinité d'autres valeurs de /c et de / , cas 
particulier que nous avons écarté. 

Soit donc G différent de o : si l'on fait 

/ = o et /i = /', 

A ' 

la fonction se réduit à G A', et comme ce résultat doit être 
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positif pour toutes les valeurs de Ar, on en déduit que 
G doit être > o. Ainsi , une seconde condition , néces- 
saire dans le cas du minimum , est 

(2) G>o. 

Maintenant, en faisant abstraction du premier terme, 
le reste du polynôme pourra s'écrire 

ou, en complétant le carré dans la parenthèse, 

en posant, pour abréger, 

M' 

En sorte que, finalement, d^u pourra être mise sous la 
forme 

et l'on reconnaîtra, comme plus haut, que l'on doit avoir 

(3) N>o. 

Ainsi, en général , trois conditions, 

A>o, G>o, N>o, 

sont nécessaires pour que f(x, y^ z) soit un minimum. 
De plus, ces conditions sont suffisantes; car, si elles sont 
remplies, l'expression 

c'est-à-dire d^ u , sera positive pour toutes les valeurs 
réelles de A, h et /. 

1 1.. 



Digitized by 



Google 



i64 couKs d'analyse. 

186. Si f{x^ y, z) est un maximum, il faudra, pour 
les mêmes raisons, que l'on ait 

A/i'+B^'-i-... -f- 2F/<o, 

ou bien 

— A//'— Bit»— ... — 2F/>o 

pour toutes les valeurs réelles de A, Âr, /. 
i Ainsi on aura les conditions nécessaires et suffisantes, 
en remplaçant, dans les trois conditions trouvées plus 
haut , A par — A , B par — B , . . . , F par — F. 

187. S'il arrivait que les coefficients différentiels A, 
B, C , D, E, F fussent tous nuls, pour les valeurs de x^ 
j et z^ tirées des équations 

du du du 

5- = <>. ^=«. rfj = 0, 

on verrait facilement que tous les coefficients difféi*entiels 
du troisième ordre devraient s'annuler d Wx-mèmes. Mais 
nous n'irons pas plus loin, parce que les conditions qui , 
dans le cas du maximum ou du minimum àef[x , y, z) ^ 
doivent alors être remplies par les coefficients différentiels 
du quatrième ordre, deviennent beaucoup Jrop compli- 
quées. 

MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE 
PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

188. Supposons que l'on ait les équations 

/ i^y Xy z, «, P) = O, 

(i) ^ «p (j:, /, z. a, P) = O, 

^ (^y Jy 2» W> ^) = O- 

On peut considérer deux quelconques des variables , 
par exemple x et y^ comme indépendantes. Alors z, m, 
\f seront des fonctions de a: et de j^ déterminées par ces 
équations. Si Ton veut, par exemple, chercher les maxi- 
mums et les minimums de la fonction v^ on aura , d'après 
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la règle donnée précédemment, les valeurs correspon- 
dantes de X et Y en résolvant les deux équations 



dv dv 



Par suite, on doit avoir 



dx^-ydyz=^o. 



dv dif 

dx djr^ 

c'est-à-dire que la différentielle totale de t^ doit être 
nulle. 

Si Ton différentie les équations (i) en faisant attention 
que d\fz=io^\\ viendra 

f^f , df , df , df ^ 

-f.dx^^dy-\--fdz'k'-^duz=o, 
dx dy dz du 

(2) ; '^dx-^-^dx-^'-^dz-^-^dii—Oy 

\ dx dy ^ dz du 

d^ ^ d^ ^ d^ ^ d^\ ^ 
dx dy. dz. du 

Dans ces équations, dx^ dy sont des constantes, et dz^ 
du sont les dilTérentielles totales de u et z considérées 
comme fonctions de x et dej^. 

On tirera les valeurs de dz et du , de deux de ces équa- 
tions, et, les portant dans la troisième, on obtiendra une 
équation de la forme 

Pdx-i-Qdf =. o. 

Cette équation doit être vériGée, dans le cas du maxj:* 
mum et du minimum par les valeurs correspoiidanles des 
variables x et y. Par suite, puisque dx et dy n'ont au-r 
cuue dépendance entre elles, il faudra que l'on ait 
P=o, Q = o, 

équations qui, jointes aux équations (i), donneront les 
valeurs cberchées de x^jy z^ u,^. 

Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction 
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est maximum ou minimum, il restera à examiner si la 

différentielle totale d^ \^ garde toujours le même signe. 

189. Ce qu'on vient de dire renferme comme cas par- 
ticulier la détermination des maximums et des minimums 
de fonctions de variables indépendantes liées entre elles 
par un certain Hombre d'équations. 

Ainsi, supposons qu'il s'agisse d'une fonction 

et que l'on ait en outre les relation^^ 

<p(j:,jr,3,//) = 0, 

On voit que cela revient à changer, dans la question 
précédente, f{x^y^ ^9 w, ^) enF (a:,y, >z, u) — i^, et 
à supposer que les fonctions (p de ij/ sont indépendantes 
de p». 

NOTIONS SUR LA MÉTHODE INFINITÉSIMALE. 

190. Avant d'aborder les applications géométriques du 
calcul différentiel , nous allons démontrer quelques tlléo- 
rèmes sur les infiniment petits. 

Comme nous l'avons déjà dit, une quantité infiniment 
petite ou un infiniment petit est une .quantité variable qui 
tend vers o. 

Pour que le rapport de deux quantités infiniment pe- 
tites tende vers une limite quand elles approchent simul- 
tanément de zéro, il est nécessaire que ces quantités dé- 
pendent l'une de l'autre. La recherche de cette limite est 
facilitée parles théorèmes suivants : 

191. Théorème L La limite du rapport de deux quan- 
tités infiniment petites nest pas changée, quand on rem- 
place ces quantités par d'autres qui ne leur sont pas 
égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant 
vers l'unité. 
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Soient en eiOTet a et |3 deux quantités infiniment petites, 
a' et /3' d'autres quantités telles, que les limites des rap- 
ports —,i ~ soient égales à l'unité; on aura 

a p 

a a a' 



a 



de sorte que la limite de ~ est égale à la limite de -^ 

De même T^^ ' « ' 

P P P 

a a' 

de sorte que la limite de — est égale à la limite de ^. 

P P 

Donc les rapports 

a a' a^ 

p' p' "P' 

tendent vers la même limite. 

192. On peut encore présenter la démonstration de ce 
théorème comme il suit : 



Puisque — a pour limite l'unité, si Ton pose 



a 
a 

a' = a 4- ^ , 



on aura — = i H- - 

a a 



et - devra tendre vers zéro ^ ce que l'on exprime en disant 
que 3 est une quantité infiniment petite par rapport à a. 

S' ^' 

On aura de même ^ = ' + t' 

P P 



par suite , 



«' 


.! = 


a 


f 


a 


5' 
' + «' 
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Donc , puisque - et -) ont pour limite o , on aura 

,. a' .. P 
hm-^Xlim^ = I, 

P' a 

a a'' 

ou lira - = lim -r-* 

P P' 

Ce nouveau point de vue donne lieu à cet autre énoncé ; 

La limite du rapport de deux infiniment petits ne 
change pas quand on les remplace par d* autres qui en 
différent d'une quantité infiniment petite par rapport 
à eux. 

Exemples, i^. On sait que x devenant infiniment petite 

-: — tend vers l'unité. Si donc on avait à trouver la limite 
sino: 

du rapport — —t on pourrait lui substituer, en vertu de 



notre théorème, le rapport = dont la limite 

' ^'^ tangx 1 

est aussi l'unité. 

,. sin2x ,. 2.x 2 

2°. lim -r-5— = lllïl 5~ = ô ' 

sm3j: ix 6 

On 1- Sij^^ 1- ^ 

3". lim -; — ^r- = Um = 00 . 

sm' 3^ 9^^ 

193. Si une somme d'infiniment petits ^ dont lenom- 
hre augmente indéfiniment y a une limite finie ^ en les 
multipliant respectis^ement par d'autres infiniment pe^ 
tits, la somme des produits sera infiniment petite, ou 
aura pour limite o. 

En effet, soit une somme d'infiniment petits A, A', etc., 
et posons 

soient a, a', «',..., d'autres infiniment petits, et e le 
plus grand d'entre eux en valeur absolue : on aura 

ah -f- a' A' H- a" A"-+-. . .<6C. 
Or e tendant vers o et C vers une limite finie , on voit bien 
que «A -f- a' A' -f-. . . , doit tendre vers o. 
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Par ei^emple, considérons l'aire comprise entre la 
^' 9 courbe plane CD , Taxe des x et 

les deux ordonnées CA et DB. 
Imaginons que l'on partage AB 
en parties de plus en plus petites, 
telles que PP, suivant une loi 
quelconque, mais de manière 
toutefois que chacune de ces parties tende vers o. Je dis 
que la somme des rectangles tels que MIM' K, construits 
avec la différence de deux ordonnées consécutives et l'in- 




tervalle PF, a pour limite zéro. 
On a, en effet, ^PP' 



AB 



et 



2 MIM' K = 2) PP'- M> 



MK 



et, comme Kl est une quantité infiniment petite, on aura, 
en appliquant le théorème précédent , 

^MIM'Krz: o. 

194. Quand on considère des infiniment petits qui 
dépendent les uns des autres , on en prend un en particu- 
lier qu'on nomme infiniment petit principal et auquel on 
rapporte les autres comme à un terme de comparaison. 
On appelle alors infiniment petits du premier ordre tous 
ceux dont les rapports à celui-là ont des limites finies \ 
infiniment petits du second ordre , ceux dont les rapports 
aux infiniment petits du premier ordre sont des infiniment 
petits du premier ordre ^ et ainsi de suite. 

D'après cela, si a est un infiniment petit du premier 
ordre, tout autre infiniment petit de cet ordre sera de la 
forme a (/? H- j3), p étant fini et (3 infiniment petit. Et, 
en général , «" (p -h j3 ) représentera un infiniment petit 
de Tordre «. 

Exemples. \^, x étant un infiniment petit du premier 
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ordre , sin x sera du premier ordre puisque -: — a pour 

limite i ^ i — coso: sera du second ordre puisque 

I — cos x= 1 sm' - X , etc. 
1 

2^. Si raccroissement h d'une variable x est du pre- 
mier ordre, l'accroissement h d'une fonction de cette va- 
riable sera en général du premier ordre; maisjcet accrois- 
sement sera du n'*'"'^ ordre si/' (x), /'' (.r), . . . , /"""* [x) 
sont nulles, puisqu'on a, dans ce cas, 

k = ^^3 ^ [/" W 4- v-> w +. . .]. 

Le théorème démontré plus haut (n^* 191 et 192) peut 
encore s'énoncer ainsi : Quand on cherche la limite du 
rapport de deux quantités composées d* infiniment pe- 
tits de divers ordres^ on peut ne conserver y dans cha- 
cune de ces quantités , que les infiniment petits du plus 
petit ordre. Ainsi 

-. sino; -h 3sin'x ,. sinx 
lim = lim = I , 

X -\- 1X^ X 

Dans cet exemple, on négligp, au numérateur, 3 sin* j:, 
infiniment petit du second ordre, vis-à-vis de sin a:, qui 
n'est que du premier; et au dénominateur, on néglige 
Finfiuiment petit du troisième orflre ix^ vis-à-vis de x^ 
qui est du premier ordre. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFERENTIEL. 

Équations de la tangente et de la normale. —Longueurs des lignes 
appelées sous-tangentes > sous-normales, etc.— Degré de l'équation 
de la tangente . — Problèmes, sur les tangentes . — Sens de la concavité 
et de la convexité des courbes. 



ÉQUATIOIfS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. 

19S. Soit f{x^ ^) = o Téqualion d'une courbe plane 
AMM', soient x eiy les coordonnées d'un point quel- 
conque M de cette courbe. Si MT est la tangente au point 
M , on a , en supposant les axes rectangulaires , 

tang MTX = lim ^ = $^ : 
tix dx 



Fig. 10. 



par conséquent, en désignant 
par X et Y les coordonnées cou- 
rantes d'un point quelconque de 
la tangente, l'équation de cette 
droite est 



Si l'on remplace — par sa valeur tirée de Téquaiion 
de la courbe, l'équation de la tangente deviendra 




cix 



Y-y = -f^iX-.), 
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^(X^.)4.g(Y^^) = o. 



190. L' équation de la tangente conserve la même forme 

lorsque les axes sont obli- 
ques. En efFet, 9x x et y 
sont les coordonnées du 
point de conUct M , d'une 
tangente MT à la courbe 
AMM', l'équation de cette 
tangente sera de la forme 

Y— r = «(X-J:). 
Or la sécante M' M S a pour équation 

et a est la limite de a', lorsque le point M' se confond 
avec M. 

Menons MP et M' F parallèles à OY, et MQ parallèle 
à OX ; on aura 

M'Q _ , 




MQ 



Mais 



M'Q=Aj et MQ=Aa:; 

^x 

De là il suit que 



donc 



Donc 



,. Aj dy 

hm -^ ou û = -r* 

A.T dx 



est dans tous les cas l'équation de la tangente au point 
197. Il suit de là que, si les axes sont rectangulaires, 
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l'équation de la normale MN sera 

Si les axes sont obliques et font un angle 0, Téquation de 
cette droite sera 

LONGUEUR DES LIGNES NOMMÉES SOUS-TÀNGENTES ^ ETC. 

198. Attachons-nous maintenant, en particulier, au 
cas où les axes sont rectangulaires. 

Si l'on veut avoir la sous-tangente S< = PT, on aura 

Fie. 12. dx 

PT = MP tang TMP = j — ; 

donc 

dy 
^ On peut trouver directe- 
ment la valeur de la sous- 
tangente en la regardant 
comme la limite de la sous-sécante, c'est-à-dire de la 
droite SP. Or 

SP = MP tangSMP =r ^' 

et cette expression a bien pour limite y — • 

Le triangle MPN {fig* lo) donne pour la sous-nor- 
male 

S =:^. 
dx 

Pour la longueur MT de la tangente , on aura 

MT: 



V 










r 










.// 








^ 


1*L 


/^ 


f 






f 




N 


E 





T 


S 




V 1 


?' 


X 
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Enfin , pour la longueur MN de la normale, on a 



MN 



=V'-^£- 



Exemple. 

r = «'. 

Supposons , pour fixer les idées, a > i . Cette courbe , 
^'S' *^- nommée logarithmique, s'étend 

à Tinfini des deux côtés de Taxe 
desj^, et elle est asymptote à l'axe 
Ojc du côté des x négatifs. On 
lire de l'équation y = a', 

1 a étant le logarithme népérien de a-^ par conséquent, 

est Téquation de la tangente. 

Cette tangente peut être construite bien simplement à 
l'aide de la sous-tangente TP^ on a, en effet. 




ou 



cIjc dx 

TP = j — = /i' — = «' X 

dy dy 



a' la 



Ainsi la sous-tangente est constante et égale au loga- 
rithme de e pris dans le système dont la base est a , ou au 
module de ce système. Pour la logarithmique y=e'^ la 
valeur constante de la sous-tangente est l'unité. 

DEGRÉ DE l'équation DE LA TANGENTE. 

199. L'équaiion de la tangente au point [x^y] peut 
être mise sous la forme 



dx 



dy dx dy 



Si l'équation de la courbe est algébrique et du degré 
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m , il semble au premier abord que -j- ^ -^ -j- J sera 

une fonction du w'*"** degré des coordonnées du point de 
contact. Mais on peut faire voir que ce degré s'abaisse au 
moins d'une unité quand on tient compte de l'équation 

/(•^'.y) = <>- 
En effet, soit 

u étant l'ensemble des termes du degré w, ii^ l'ensemble 
de ceux du degré m — i, et ainsi de suite. On aura 

df du dui du-2 

dx dx .dx dx " ' 



d'où 



+ 



df 

dy 


du 


du y 

"d? 


+ 


du2 


df 
dx 


dy^ 


= X 


du 


+y 


du 

"dy 



[ dux du A 1 du^ duA 

Vd^-^^i^j-^K'd^-^^df)-^-- 



ce qui, d'après un théorème (n® 169) sur les fonctions 
homogènes, donne 

li'^'^lî^^'^'"'' 4- (w -i) u, + {m - 2) w,+... 
= — u^ — 2 izj — 3 ;/3 — . . . , 
puisque, le point [x^j) étant sur la courbe, on a 

//2 (W 4- «1 -f- Wj -+-...) = o . 

Par conséquent, Téquation de la tangente devient 

A f il f 

et ne contient plus de termes du w'^'"*' degré. Ce qu'il 
s'agissait de démontrer. 
Exemple. 

Ar'-i- Ba?jr -4- Ca7^-h D j H- Ex -i- F = G, 



Digitized by 



Google 



176 COURS d'analyse. 

on a î^ ^ _ BrH-2Cx4-E 

fl^o: 2Aj + Ba:H-D 

Il vient donc, pour Téquation de la tangente, 

(2Ay4-Bx-4-D)(Y — ^)-h(B^-f-2C:c + E)(X— x)=o, 
ou (2A^-+-Bj:-f-D)Y4- (B^ -f- 2Ca:+ E)X 

= (2Aj-f-Bj:-+- D)^-f-(B^-f-2C;c4-E)*. 

Simplifiant au moyen de Téquation de la courbe , on a 
finalement 

(2 A^-h B*4-D) Y-f (B^+2 Cx-i- E) X+D^H-Ex-i-2 F=:o, 
pour l'équation de la tangente au point [x^y). 

PROBLÈMES SUR LES TANGENTES. 

200. Une courbe étant donnée, si l'on veut mener par 
un point («, A) une tangente, on aura pour déterminer 
les coordonnées inconnues x et y du point de contact, 
d'abord Téquation de la courbe 

et ensuite l'équation 

<^f . df df df 
^ ' dx dy dx dy^^ 

obtenue en mettant a et i à la place de X et de Y dans 
l'équation de la tangente. 

Les valeurs de x et de j^ tirées des équations (i) et (2) dé- 
termineront les coordonnées du point de contact. Siy{a:,j') 
est une fonction rationnelle et entière du degré m , l'équa- 
tion (2) sera au plus du degré (m — 1)5 par suite, le pro- 
blème proposé aura au plus m (m — i) solutions. Si 
m = 2, il y a au plus deux tangentes \ il y en a au plus six, 
si w = 3 ; et ainsi de suite. 

L'équation (2) considérée isolément représente un lieu 
géométrique qui contient tous les points de contact et qui 
est du degré (m — i) au plus. 

201 . On peut encore se proposer de trouver une tan- 



Digitized by 



Google 



SEIZIÈME LEÇON. IJJ 

gente parallèle à une droite dont Téquatioii eat T = aX. 
L'équation de la tangente cherchée étant 

on doit avoir — = a ; 

équation qui, jointe à y*(x,/) ==:o, déterminera les 

coordonnées du point de contact. 

dr 
Comme l'équation -j- = a revient à 

^/ 

dx ^ df dj 

dy 

cette dernière équation étant du degré [m — i) au plujs, 
ûf[x^ y) est du degré m, le problème admettra au plus 
m [m — i) solutions. 

DE LA CONCAVITÉ ET DE LA CONVEXITÉ tJfeS COURBES 
PLANES. 

202 Nous allons maintenant comparer les ordonnées 
^S' *^- d'une courbe à celles de sa tan- 

gente, pourune même abscisse, ^ 
dans les environs du point de 
contact. Soit MT une tan- 
gente à la courbe MM'*, soient 
X = OP, j-= MP les coordon- 
nées du point de contact. En 
désignant PP' par h , on aura 

dy . d'y h' 

L'équation de la tangente étant 

I. la 
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on aura pour le point dont l'abscisse X == or + A , 

et, par suite, Tordonnée correspondante sera 
d'où M'R = M'F — FR=:^ — + R. 

dx* 1.2 

On a démontré, à l'occasion de la formule de Taylor, que si 
h est assez petit et si -^ est différent de o , la valeur abso- 
lue de -^ surpasse celle de R5 par conséquent, dans 

ce cas, le signe de M'P' — P'R , pour un point M' de la 

courbe, suffisamment rapproché, soit d'un côté, soit de 

dW 
l'autre de M, sera le même que celui de ~^' 

Donc, si l'on a 

dW 

les ordonnées de la courbe sont plus grandes que celles de 
la tangente dans les environs du point M , de part et 
d'autre de ce point. 
% Si , au contraire , on a 

w ' . ë<- 

les ordonnées de la tangente surpassent celles de la courbe. 
Dans le premier cas que représente Isifig. i4 9 1& courbe, 
^*€' »5* aux. environs du point M, 

est dans l'angle obtus MTx' 
que toinie la tangente MT 
avec l'axe des abscisses ; on 
dit alors que la courbe tour- 
ne, aupointM, sa convexité 
vers l'axe des abscisses , ou 
qu'elle est convexe vers cet 
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axe» Cette circonstance est donc indiquée par l'inéira- 
lité (i), du moins tant que Tangle des axes ne surpasse 
pas 90 degrés j car si cet angle était obtus et plus grand que 
Tangle que la tangente fait avec Taxe des x, comme on 
le voit dans la^g:. 1 5 , les ordonnées de la courbe seraient 
encore, pour ^ > o, plus grandes que celles de la tan- 
gente de part et d'autre du point M, et cependant on ne 
dirait pas , dans ce cas, que la courbe est convexe vers l'axe 
des X, 

Dans le second cas , que représente la^ig'. 16 , la courbe 

^'^- '^- est, de part et d'autre du point 

M 5 dans l'angle aigu forint par 

la tangente MT avec l'axe Ox. 

On dit alors que la 'courbé, au 

point M , est concave verà l'axe 

des abscisses , ou qu'elle tourne 

sa concavité vers cet axe: mais 

l'inégalité (2) n'indiquera sûrement cette circonstance 

que si l'angle des axes est moindre que 90 degrés. 

Ce qu'on vient de dire suppose que l'ordonnée du point 
M est positive. Si ce point est au-dessous de l'axe des ab- 
scisses, on voit aisément que la courbe est convexe ou 

concave vers l'axe des abscisses siuvant que l'on a -7*^ <[ o 
ou > o. 

En résumé , selon que jr et -j^ sont de même signe 

ou de signes contraires, la courbe est convexe ou con- 
cave au point M vers l'axe des abscisses, si l'angle des 
parties positives des axes n'est pas plus grand qu'un angle 
droit. Dans le cas où cet angle est obtus , ou changera le 
signe de l'une des coordonnées , ce qui rendra aigu l'angle 
des coordonnées positives, et l'on appliquera la même 
règle. 

203. Nous avons supposé, jusqu'à présent, que ^-j- 

12.. 
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conservait le même signe pour des points situés de part 

et d'autre du point M-, mais il peut arriver que -r^ ait 

le même signe que y un peu avant que x ne devienne 

égale à OP, et un signe con- 
traire après que x a dépassé 
cette valeur, ou vice versa. 
Alors la courbe, convexe ou 
concave à gauche du point 
M , devient concave ou con- 
vexe vers Taxe des abscisses 
à. droite de ce point. On dit alors que la courbe a une 
inflexion au point M, qui est dit un point d'injlexion. 
Ces points remarquables s'obtiennent donc en cherchant 

l'es valeurs de x et de y^ qui rendant -^ nulle ou infi- 
nie, lui font en même temps changer de signe. 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

Différentielle de Taire «rune courbe plane. — Desaires considérées comme 
limites d'une somme de parallélograinmes.*^Applications.—>RecUfication 
d'un arc de courbe plane. — Différentielle d*un arc de courbé. — Li^ 
mite du rapport de l'arc & sa corde. — Nouveaux théorèmes sur les 
arcs de courbe considérés comme limites. 



y 

/ 
/ 

Ô A P p' X 



DIFFÉaEATlELLË D£ l'aIIIE D^UNE COURBE PLANE. 

204. La surface comprise entre une courbe plane CM, 
une ordonnée fixe CA , une ordonnée quelconque MP cl 
^' »S- l'axe des abscisses Oor, est une 

fonction de l'abscisse OP=a: du 
poîntM, puisqu'elle varie quand 
on change le point P. Proposons- 
nous d'en chercher la dîfleren- 
lielle. Soit CAMP = i/. Nom- 
mons Au la surface MM' PP', ré- 
pondant à un accroissement très-petit PP'= Ax de l'ab- 
scisse. Si l'on mène les droites MI et M' K parallèles à Qx 
et terminées aux ordonnées MP et M'P', comme l'on peut 
toujours prendre le point M' assez rapproché du point M 
pour que les ordonnées soient constamment croissantes 
ou décroissantes de M en M' {et ici , pour fixer les idées, 
uous les avons supposées croissantes), on aura 

PMM'P'>PMIP' et PMM'P'<PKM'P', 

c'est-à-dire, Aw > r Ax et Am < (/ -4- A j) Ax, 

OH .r < T-< r -+- '^r- 

Ao: 

De là , en passant à la limite, 

du , , 

--- == r, (Ui diL = y dx,^ 
dx 
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205. Quoiqu'on puisse parfaitement admettre qu'en 
prenant le point M' assez voisin du point M, les ordon- 
nées seront toujours constamment croissantes ou décrois- 
santes de M en M', cette hypothèse n'est pas nécessaire à 
la démonstration. Il suffit pour s'en convaincre de re- 
prendre les raisonnements en remplaçant partout j^ et 
y -}- Ajr par j, et jj , jr^ étant la plus petite et y j la plus 
grande des ordonnées, dans l'intervalle où l'on fait varier 
l'abscisse. 

206, Le même mode de démonstration convient au cas 
des axes obliques, avec cette seule différence que l'ac- 
croissement A u est alors compris entre les aires de deux 
parallélogrammes dont les côtés sont parallèles aux axes, 
et comme l'aire d'un parallélogramme est égale au pro- 
duit de deux côtés adjacents multiplié par le sinus de 
l'angle qu'ils font entre eux, on a, en appelant l'angle 
des axes, 

du z=. y dx sin ô. 



r 

I DE 



DES AIRES COKSIDÉHÉES COMME LIMITES d'uNE SOMME 
DE PARALLÉLOGRAMMES. 

207. Dans le cas des axes rectangulaires, la surface 

ABDC est toujours la limite d'une somme de rectangles 

^W^^ , ^'^ '9' intérieurs , formés de la manière 

suivante. Par des points E, F,..., • 
M, M', etc. , pris sur la courbe, 
on mène des parallèles kOx dont 
chacun^ s^oît terminée à l'ordon- 
née du point suivant (l'un de ces 
rectangles serait, par exemple, MIP'P), et l'on suppose 
que ces points se rapprochent indéfiniment les uns des 
autres , en même temps que leur nombre augmente sans 
limite. 

En effet, supposons d'abord que les ordonnées soient 
constamment croissantes de C en D. Soient x el y les 
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coordonnées de Tun quelconque des points de la courbe, 
M par exemple; soient x-]- Ax, y-\- Aj les coordon- 
nées du point suivant M'. On aura 

MIP'P = jAjr; 

et si l'on désigne par Zy Ax la somme de tous les termes 
analogues k yAxy c'est-â-dire la somme de tous les rec- 
tangles intérieurs de CA à BD, il est évident qu'en po- 
sant surf ACDB = ii , on a 

Maintenant, si Ton mène, par chacun des points con- 
sidérés sur la courbe, des parallèles à Ox, terminées aux 
ordonnées des points précédents, on formera des rec- 
tangles extérieurs analogues à 

PKM'P'=(7H-Agr)Ax = ^Ax-f-A/Ax; Au 

et comme ACDB a une surface plus petite que la somme 
de ces rectangles , on a 

«<^2^Aj?-f-2AjAjf; 

par conséquent , on a 

u — Ijrùx ^lljr àx. 

Mais comme, à mesure que le nombre des divisions aug- 
mente, A y tend vers o, il résulte d'un principe démon- 
tré (193) que SAj-Aj? tend aussi vers o: donc on a 

tt=:lim 2 j^Ax. 

On démontrerait de même que u est la limite de la 
somme des rectangles extérieurs. 

Le raisonnement reste le même lorsque les ordonnées 
sont constamment décroissantes depuis C jusqu'à D; ce 
que nous venons de démontrer s'applique donc à une 
portion de courbe dans laquelle les ordonnées varient 
d'une manière quelconque, car on pourra toujours par- 
tager Faire totale en parties dans lesquelles les ordonnées 
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soient assujetties à aller constamment en augmentant ou 

en diminuant. 

APPLICÀTIOKS. 

208. i«. Soit 

y ?=; 7.px 

Téquation d'une parabole rapportée à son axe et à la tan- 
gente au sonunet. 

Si surf OMP = w , on a 



Or, 



Donc 



du=zjrdx= sf%px\dx = ^âp,x^€ix. 



x^ ^dsp^^-d.x'* . 



2,-4 





Fig. 20. 


■y- 


%^ 


r 


L 





I 


» 



du = -^ \j7.p d.x^ = d* -x^zp.x* . 

De là il suit que 

uz=z^slip X» -+- C; 

mais, pour a: = o, on doit avoir 
M=: o, on a donc C=o, et 

î i 2 

u ■= ^slipx X îr = 2 ^-^ ' 

c'est-à-dire que le segment OMP est les deux tiers du rec- 
tangle OPMQ. 

Il est également facile d'évaluer la surface comprise 
entre un arc MCM' de parabole et sa corde. En effet, si 
l'on mène la tangente CT parallèle à MM', et, par le 
point de contact C , le diamètre CDL , on trouvera tout 
à fait comme ci-dessus, en posant CD=a?, MD=j^ et 

surf CMD = I a:^ sin = -^ CDMT, 



d^oiî 



i 2 

surf MCia'= I ^7 sin Ô = ^ MTSM', 
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2°. Soit xy = in* Téquation d'une hyperbole rapportée à 
^V- î»» • ses asymptotes. Nommons u l'ai- 

re du segment ACMP, compris 
entre la courbe , TasymptoteOx, 
l'ordonnée fixe CA = m , et l'or- 
donnée variable MP. On aura 

dx 
du = rsm %dx = ni^ sin 6 — 

-^ X 

=5 m' sin Oc/. Ix. 

Donc u et m'sind.lx ne peuvent différer que par une 
constante C \ par conséquent , 

r< = m' sin 9 I jr -f- C. 
Pour trouver C , faisons x = OA = m ; on aura 

a = o ou o = /w' sin G . //« -I- C ; 
donc C = — m' sin Ô . //7i , 

et, par suite, on aura 

i{ = iTi' stn 9 . 1 X -> /n* sin < 



te.l/n = /w»sine.l (— )• 



Si Ton avait m = i et 9 = go°, auquel cas l'hyperbole 
serait équilatère, on aurait ii = ljc, c'est-à-dire que les 
aires considérées seraient les logarithmes népériens des 
abscisses correspondantes. 

DIFFÉREKTIELLE d'cN ARC DE COURBE. 

209. On ne peut se faire une idée nette et précise de 
la longueur d^une courbe qu'en nommant ainsi la limite 
vers laquelle teiul le périmètre d'une ligne brisée inscrite 
dans cette courbe, lorsque ses côtés sont de plus en plus 
petits, et que leur nombre croît jusqu'à l'infini. Il de- 
vient alors nécessaire de démontrer que ce périmètre a 
réellement une limite déterminée dans tous les cas. 
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Soit CD un arc de courbe plane, rapportée à deux axes 

rectangulaires Ooret O/. In- 
scrivons danscet arc un con- 
tour polygonal ŒFMM'D 5 
soient OP = a:, MP=j^, 
les coordonnées de Fun 
quelconque des sommets M 
du polygone, et x-+- Aa:, 
y + A;^, celles du sommet 

suivant M' : on a 

MM' = v^Ax» -h A j' = A :r i/ 1 -h \j-\ • 

Si Ton faisait Ax ou PP' = o , -^ deviendrait -r-* On 

^ Ax dx 

doit donc avoir 



y 


1 
c 

G 


M 

/ N 




l 


II 
H 





k 


1 


f 


B :r 



vRSf=0-(£)' 



a étant une quantité qui s'évanouit avec Ax; par consé- 
quent, 



MM' 



: Ax 



vA^' 



-H a Ax. 



En remplaçant successivement, dans cette équation, x 
et y par les coordonnées de tous les sommets du con- 
tour polygonal, depuis le point C jusqu'au point D, on 
aura les longueurs des côtés correspondants. De là ré- 
sulte , si l'on appelle P le périmètre de cette ligne brisée, 

Pour avoir la limite de P ou la longueur de l'arc CD, re- 
marquons d'abord que, a étant une quantité infiniment 

petite et V ^^ ayant une valeur finie qui est AB, il 

résulte du théorème démontré au n** 193 , que 

lira \] aAx= o. 
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Maîntenanl i/ H- ( — | est une fonction de or, que 

Ton peut regarder comme la longueur de Tordonnéc NP, 
d'un point N répondant à la même abscisse x = OP. Si 
Ton fait la même construction pour tous les points de la 
courbe CD, on aura une courbe GNH , dont Téquation est 

d'après cela on a 

et, par suite, à cause de lim V a ûx = o, 
P = liin2YAx. 

Or V Y A x a une limite déterminée qui est Taire AGNHB. 

Ainsi le nombre qui exprime la longueur de Tare CD est 
le même que celui qui donne l'aire AGNHB. 

210. Considérons maintenant l'abscisse OP = x comme 
variable. La longueur de Parc CM sera alors une fonction 
de X dont on peut chercher la différentielle. 

Soit donc CM = s *, comme s = aire AGNP , on a 



ou enfin 



dsr^Xdx^dxU i^ (^)'' 



ds = sjdx^ -h dy^. 

2H. Cette valeur de ds permet d'exprimer très-sim- 
plement le sinus et le cosinus de l'angle que la tangente 
au point M fait avec l'axe des x. En effet, si a désigne 

cet angle, on a tang a = ^« Par conséquent, 

ày dy 

sm a =• /■ 7= = -7- ? cos a = 

ds 
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LIMITE DU RAPPORT DE L ARC A SA CORDE. NOUVEAUX 

THÉORÈMES SUR LES ARCS CONSmÉRÉS, COMME LIMITES DE 
POLYGONES. 

212. La limite du rappon d^un arc quelconque à sa 
corde est r unité. 

En effet, considérons un accroissement quelconque 
de Tare CM. Soit MM' = As^on aura 

As 
arc MM' Aj A.r 



MM' 



v'aj 



"■ V'*m' 



et puisque, lorsque Ax s'annule, — devient t/ 1 -h [--f-] 



ainsi que 



liin 



9 on a 
arc MM' 



MM' 



« 


Fig. 23. 
fJiS 

7/ 


i 

D 







A 1 




S 



213. Si ce/... f/ est un contour polygonal d'un même 
nombre de côtés que le contour 
CEF ... D , si , à mesure que 
les sommets C , E , F,.. ., etc. , se 
rapprochent de plus en plus , les 
côtés ce, e/", etc., tendent aussi 
de plus en plus à devenir égaux 
aux côtés correspondants CE, EF, etc., en même temps 
que le nombre de ces côtés va en augmentant jusqu'à 
l'infini, le contour polygonal ce/... d a une limite qui est 
la même que celle du contour CEF... D, c'est-à-dire la 
longueur de Tare CD. 

En effet, soient /, l\V',.. les côtés du contour polygonal 
cef., , d^ et /i, /', , ^" ,..., les côtés correspondants du con- 
tour CEF... D. Appelons L la longueur de cef... d et Lj 

/(?),, . /(^> , , 

celle de CEF... D. Soient y-^^ le i>lus peut et ^-^-j le plus 

grand des rapports des côtés correspondants des deux 
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contours polygonaux. On sait que la valeur du rapport 

/ + /^ -h r -h etc. . . 
A 4- /, -h r, 4- etc. . . 

est toujours comprise entre ^-j^ et j-j-^j c est-a-dire que 
Ton a 

/, iP) "^ L, "^ /, (ff)' 

Donc lim =r- =: i , ou lim L = lim Li. 

214. Voici encore un théorème du même genre , et que 
Ton démontrerait d'une manière analogue : Si Ton mène 
entre les deux ordonnées extrêmes CA , DB un nombre 
indéfini de parallèles k Taxe des j^, puis que Ton inscrive 
entre ces parallèles d'autres lignes droites, tangentes à 
la courbe, la somme de ces dernières tend vers une limite 
qui est encore la longueur de la courbe donnée , même 
quand elles ne forment pas une ligne brisée continue. 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

Des cowrhes planes rapportées à des coordonnées polaires. — Détermina- 
tion de la tangente. — Longueur des lignes nommées sous-tangentes , 
sous-normales. —Différentielle de Taire d'un secteur. — Différentielle 
d*un arc de courbe.— Applications.—- Des coordonnées bipolaires. 



DÉTERMINATIOIV DE LA TANGENTE. 

215. Soîem O le pôle, OL l'axe polaire, et M'MC une 
^^' 24. courbe, dont l'ëquation soît 

/*( r, 6) = o. Pour mener la tan- 
gente MT à cette courbe au point 
M, il sufBt de connaître l'angle 
OMÏ = /A. Soient donc r et fl 
les coordonnées du point M, 
et r 4- A r, 6 -h A 6 celles du 
point M'. Décrivons , du point O comme centre, Tare MI. 
Dans le triangle M' MI on a 




sinlMIM MI 



MI 



sin M' MI Ml arc MI 



arc MI 
"MÏ"' 



MI rA0 

arc MI àr 



Sî l'on passe à la limite, c'esl-à-dire si on suppose que le 
point M' se rapproche indéfiniment du point M, l'angle 
IM'M devient OMT ou fx, l'angle M' MI devient go^ — f* 
et Ton a 



(0 






On tire de là 
sinfx 



dr 



cas II •■ 



rdô 



Comme fz est compris entre o** et 180**, il faut que sin fi 
soit positif. Quant à cos fx, il sera positif ou négatif, sui- 
vant que l'angle /x sera aigu ou obtus. 
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216. On peut encore parvenir à la formule [i) par une 
transformation de coordonnées. 
En effet, prenons l'axe polaire 
Ox pour axe des abscisses, et 
une perpendiculaire Oy pour 
axe des ordonnées. SoientOP=a; 
et MP =y les coordonnées cor- 
respondantes du point M; on aura 

tangOMT = tong(MT x — MOT). 




Mais 



donc 



UngMTar=;^ et tangMOT = î; 



dx 



tangOMT=: 



dx' 



X 



14- 



xdx 



ou 




(2) 


^ xdx -h ydx 


Or, on a 


X =r r cos et ^ = r sin € 


donc 


flx = ^rcosG — rrfôsinO, 


et 


dy = dr sin H- rd% cosÔ. 


On en tire 





r cos (<ir sin ->- rrfô cos 0) — r sin (rfrcos — rd% sin 0) 

^ ~" rcosô («/rcosô — rc/ô sinO) -+- rsin 9 (c^>-sin d -H/^0 cosO) ' 

et toutes réductions faites , il viendra 
tangOMT = —--=: 



rdr 



dr 



LONGUEUR n£S LIGNES NOMMÉES SOUS-TANGENTES, SOUS- 
NORMALES. 

217. Dans ce système de coordonnées, la sous-tangente 
est la perpendiculaire OT (/î^. 24) menée au rayon vec- 
teur OM par l'origine, et terminée à la tangente MT. La 
sous-normale ON se mesure sur la même droite, à partir 
du pôle O, jusqu'à la rencontre de la normale MN en N. 
D'après ces définitions, St et S„ désignant ces deux droites^ 
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on aura 

r'dB 
S,=:OT=rtangf*= ——5 

r dr 

et S. = ON = ; =— . 

tang Y- dB 

DIFFÉRENTIELLE d'uN SECTEUR. d'uN ARC DE COURBE. 

218. ConsidéroDs (fig. Mj P^ge 190) un secteur POM, 
compris entre deux rayons vecteurs OP et OM. Soient 
POM = ii et MO]M'= Au. On peut prendre l'arc MM' 
assez petit pour que, de M en M^ les rayons vecteurs 
soient constamment croissants ou décroissants. Pour 
fixer les idées, supposons-les croissants. Décrivons du 
point O, comme centre, les arcs de cercle MI, M'K, 
terminés aux rayons vecteurs OM = r et 0M'= r' : on 

aura 

OMI<Att<OM'K, 

OU bien, comme OMI = - r« AO et OM' K' = i r'« A0, 

2 2 

on a -r^AÔ<Att<-r"AO, 

2 ^ 2 

2 ^Aô^2 

Or, comme à la limite , r' devient égal à r, on a 

da I I 

—x = - r*, ou du=z- r^ dB, 

dB 7. 1 

219. Ce calcul conduit à une conséquence qui est sou- 
vent utile. On a trouvé plus haut (n^ 216) 

xdy — Y dx 
tangOMT= / _^ 7 ^ 
. ^ xdx->r ydy 

ctaussi (n°215) 

tang OMT = -y- 5 
dr 

- xdy—rdx r^dB 

on aura donc —: =S— = —7 — 

xdx -^ ydr rdr 
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Mais, À cause de r 

.r' -+- jr» =: r'j 
on a xdx -ï- ydy = rdr\ 

donc art/y — ydx = r*dB, 

OU — (jcdy — ydx) = — i^dQ, 

Or -r^dO est la diiférenlielle du secteur LOM; donc 

cette différentielle est aussi égale à - (x^ — ydx). 

On pourrait d'ailleurs obtenir ce résultat de la manière 
:suivante. On a 

=^ = tango; d'où -J—J—z= — ~, 
X ^ < x^ cos'ô 

Or on a ar'=r'cos*ô; 

<lonc - [xdy — jrdx) z^:-^ r^dB. 

2 2 

220. Considérons Tare CM = s (fig. 24, page 190)^ 
^t soit MM' = As un accroissement donné à cet arc. 
Dans le triangle M' MI on a 

MM^_ sinMIM^ 
MI "^sinMM'I^ 

^'ott, à cause de MI = r AS, 

MM' rÀ6 sinMIM' 







arc MW~ As sin MM' 


I 


«t, en 


passant 


à la limite, 

rdB f 
1 r= — — - . . 9 
ds sm ^ 




d'où 




rdB 

às:=: , 

sm (t 




<>u 


ds=^dr^-hi''dB\ 





43 
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De là résulte (ii^ 215) 



COURS D AKALYSE. 



sin^ = 






dr 
COS lA = --— 

as 



221 . On peut encore arriver à la différentielle de l'arc 
par une transformation de coordonnées; en effet, on a 

ds = sjdx^ -H dy^ 



ou 



= v/( drco%^ — rrfô sinô)* -h [drsin H- rd^ ««os^)', 
ds = ^</r»^ r»rf9». 



AVPLICATrONS. 

222. 1°. L*lquation d'une ellipse, quand on prend pour 
^'S' 26. pAle le foyer de droite F et le 
grand axe pour axe polaire, est 
P 




I -f- c ces 



^r=r 



De ] à on tire 
epsm^d^ 



d'où 



rrfô 



(l -h^COSÔ)' 

d^ __(i4-ecose)' 
^r epsinô 

^..,« i-H^cosô 
=:tangFMT = 



dr ^ ^ sin 

â°. Za spirale éH Archimède y 

La courbe part du pôle et est tangente en ce point à 
Taxe polaire. Pour la construire, on décrit un cercle du 



F^. 27. 




pôle comme centre avec l'unité 
pour rayon. L'arc de ce cercle 
compris entre un rayon vecteur 
et l'axe polaire , a pour longueur 
, et en portant cette longueur, 
multipliée par a, sur le rayon 
vecteur à partir du centre, on 
aura un point de la courbe. 
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Comme r croît indéfiniment avec 6, la courbe fera une 
infinité de révolutions autour du pôle. 
On aura dr = adO , d'où 

rr/0 r 

S, = ON = ^ = «. 

Ainsi la sous-normale est constante, ce qui oflfre un moyen 
très-simple de construire la tangente. 

3**. La spirale hyperbolique^ ainsi nommée parce que 
son équation 

r9=r « 

est analogue à celle de l'hyperbole xy = m*. 

De r^quation de la courbe on lire r = - : pour 0=o, 

on a / == 00 ^ pour des valeurs très-petites de , r est fort 
grand, et diminue à mesure que Q augmente^ pour 6 = oo , 
Fig, 28. on a r= o. Par conséquent, la 

courbe fait une infinité de révo- 
lutions autour du point O sans 
jamais pouvoir l'atteindre; ce 
point est un point asymptote. 
La courbe a une asymptote pa- 
rallèle à OA; car si , d'un point M pris sur la courbe , on 
abaisse une perpendiculaire MP sur l'axe polaire, on aura 

mir^ ^„ . ^ . ^ sin 9 

MP== OMsmO = rsinÔ = fl--~: 

Donc, lorsque tend vers o, la distance MPtend vers a, 

sin , 11 . , 

puisque — r~ tend vers I uni te. 




i3. 
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On aura ensuite 

rdB rô» 

S, = -y- = — 7-9 == — fl. 
dr 

La sous-tangente est donc constante, ce qui oflre ira 
moyen commode de mener la tangente en un point donné 
de la courbe. 

4°. La spirale logarithmique , dont Téquation est 

En changeant Taxe polaire sans changer le pèle , on 
peut s'arranger de manière à avoir pour équation 



En effet, posons a = e*^, b = e*", alors 



. = <?*.i?'»^==é/"^ 



m 
: e 



(-s). 



Soient OA le premier axe polaire, et M un point de la 
courbe. Prenons un axe polaire 
OA' , qui fasse avec le premier 

un angle AOA'=-- Alors, si 




a. 

m 

a 
m 



MOA =ô, en posant 6+^=6', 
l'équation deviendra 



r=e*'' 



Considérons donc l'équation r= e™»: pour6 = o, on 
aura r = a , et si l'on fait croître 9 indéfiniment, rcroîtra 
indéfiniment. Par conséquent la courbe fera, à partir du 
point A ( fig. 3o) , pour lequel OA = i , une infinité de 
révolutions. En donnant à des valeurs négatives, r dimi- 
nuera indéfiniment i donc, la courbe fera encore à partir 
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du poÎDt A, mais dans l'autre sens, une infinité de ré- 
volutions, en s'approchant toujours du pôle. 

On aura dr= me^ dB = mrdB ; par suite, tang jx = ~ » 

quantité constante. Donc , dans 
' la spirale logarithmique, la tan- 
gente fait un angle constant 
auec le rayon vecteur qui passe 
par le point de contact. 




La sous-tangente sera — 9 et la sous -normale mr, 

Vextrémité T de la sous-tangente décrit une spirale 
égale à la première, mais située différemment. Soit 
OT = /), on a 



me 

r e 
"mm 



TT 



2 



Or, en posant TOA = — ff, on aura 6 = ô' 4- 
Par suite, 

0= = -j— =e y 

^ m ^"' 

«t , en prenant un nouvel axe polaire incliné sur le pre^ 
mier d'un angle égal à 5 puis posant 

on aura l'équation 

qui représente une spirale égale à la première. L'extré- 
mité de la normale décrit aussi une spirale égale à la pre- 
mière. 

DES COORBONN'ÉES BIPOLAIRES. 

223. Dans ce système de coordonnées , on détermina 
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la position d'un point sur un plan, par ses distances r et r' 

à deux points fixes Â et B. 

Soit f (r, 1' ) =0 l'équation de la courbe CM, et sup- 
^'ê^- 3 ' • posons qu' il s 'agisse de lui mener 

- m\ une tangente au point M. 

^/'^^XM Considérons, pour cela, la 

sécante M'MS. Menons MH per- 
pendiculaire à AM'. 
Soient 

AM = r, BM = /; AM' = r4-Ar, BM'=r'H-Ar'; 
soient, déplus, 

MAM' = A9, arcMM'=A5; AMT=:a, BMT = 6. 

On aura 

M' H M' H arc MM' 
ces AM'M = ^j^ = -^ X -^jjjfp-. 

ou bien 

ArH-2rsin'- Aô ,,.., 

2 arc MM 




ces AM 


m = 


A5 


^< — 


MM' 


2 r sin' - A ô 

Or ^ '^ 


liœ AM'M 


77T. <X î 


yjv 


A5 






donc 




cosa = 


dr 
ds 




Pour la même 


raison 


, cos 6 = 


dr^ 
^ ds' 




Par suite, on a 




cos a 


dr 






ces 6 


dr'' 





ce qui détermine la tangente MT. 

224-. En prenant les deux foyers d'une ellipse pour 
points fixes , Téquation de cette courbe sera 
/• H- r'=: 20. 
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dr 
De là on lire dr -|- dr = o : d'où -7-,=^ — i i donc 

dr 

ces a 

CCS 6 ' 



ou 



cosa = — cos6. 



On retrouve ainsî ce résultat connu que les rayons vec^ 
teursy dans V ellipse ^ forment avec la tangente^ d'un 
même côté, deux angles supplémentaires. 

On trouverait de même, pour l'hyperbole, cosa = cosê. 
Pour une courbe dont Téquation serait r ± mr^z= a, on 
aurait cosa = ni m cos 6. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

Contacts de divers ordres des courbes planes. — L'ordre de ce contact est 
indépendant du choix des axes. — Caractères distinctifs des contacte 
d'ordre pair ou d'ordre impair. — Des courbes osculatrices. — Du cercl» 
osculateur. — Application aux sections coniques.^ 



CONTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES FLATTES. 

225. Soient deux courbes CMN, C^M'N' ayant pour 
équations 

y et j"' étant des fonctions explicites ou implicites de x. 
Supposons que ces deux courbes aient en M un point 
commun , et comparons les ordonnées QN et QN' des deux 
courbes, répondant à une même abscisse, dans le voisi- 
nage du point M : soient OP = a: et PQ = A , on a 

QN=/(^+A), QN' = Y(a?-f-A). 

Donc 

NN'=/(j:-hA) — (p(jr + A), 
et l'on aura, diaprés la série de 
Taylor, 

1 . 2 \ dx* dx^ ) 
Or, on peut mettre R sous la forme a , a devenant nul 

avec A; et comme M est un point commun aux deux cour- 
bes, ce qui donney = J^S ^^ ^ 

Maintenant, si l'on suppose que les deux courbes 
aient en M une tangente commune MT , on aura en ou- 





Fig 


\ 32. 






y 


^ 






A 

0^ 


r^ 


N" 







I 




(} 
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ire —■ = ^5 et Fégalilé précédente deviendra 



dx dx 



™'=^(ë-s^-)- 



Il est facile de démontrer que la courbe MN' approche 
plus de la courbe MN, que toute autre courbe MN'^ qui, 
passant par le point M , ne serait pas tangente à MT. 

En effet, soilj'' = ^|; [x) l'équation de MN^'^ on aura 

6 s' annulant avec h \ donc 

NN' _ i.2\dx' dx' ) 

NN'' ■"■ dr dy" ~ 

djc dx 

Donc , quand h tend vers o , on a 

Ce qui montre qu'en se plaçant suffisamment près du 
point M, NN' est moindre que NN", et par suite que la 
courbe MN' est située entre MN et MN''. 

226. Généralement, supposons que l'on ait 

>) y=r, 

Il en résulte 



\) Jr—r^ dx^dx' dx''^ dx^'"'' IF'^ dx^^' 



■" l.2...(/i+i)Vrfj^+' da^^' "^ ;' i 

CL étant une quantité qui devient nulle en même temps 
que A. Je dis que, dans les environs du point M, la cour- 
be MN'qui remplit les conditions (a) approche plus de 
MN que toute autre courbe MN" qui ne les remplirait pas 
toutes. 

En effet, soit j" = if [x) Téquation de MN", et sup- 
posons que les tn premières dérivées de j^'' soient égales 
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202 COURS D ANALYSE. 

aux m premières dérivées de y^ m étant moindre que n. 
On aura 

S étant une quantité qui devient nulle en même temps 
que h. II résulte de là que 

X 



Or, comme h décroit jusqu'à o, a et 6 tendent de plus 
en plus vers cette limite ^ il s'ensuit que, lorsque h est 

assez petit, le rapport t^, est sensiblement proportion- 
nel à A"""*, et, par conséquent, peut devenir plu^ petit 
que toute quantité donnée , puisque n^m. 

Si l'on convient de dire que les deux courbes MN' et 
MN ont un contact de tordre n , et par suite que les 
deux courbes MN et MN"ont un contact de Tordre m, 
les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent 
s^ énoncer en disant que, par un point commun à deux 
courbes qui ont entre elles un contact de F ordre n, 
on ne peut faire passer aucune courbe ayant, ai^ec tune 
des deux proposées, un contact d'un ordre inférieur 



L^ORURE DU CONTACT EST INDÉPENDANT DU CHOIX DES 
AXES. 

- 227. L'ordre du contact est indépendant de la direc- 
tion des axeSy pourvu que l'axe des ordonnées ne soit pas 
parallèle à la tangente commune aux deux courbes. 

On pourrait démontrer ce théorème en employant les 
formules générales de la transformation des coordonnées, 
et faisant voir que les dérivées des ordonnées des deux 
courbes sont encore égales dans le nouveau système d'axes 
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jusqu^au /i'^'"* ordre , si n était l'ordre de contact dans le 
premier système. Mais on peut y parvenir plus simple- 
ment par des considérations géométriques. 
Soient CMJN , CM'N', les deux courbes tangentes en M. 
Par le point M menons une 
droite quelconque, mais diffé- 
rente de la tangente au point M. 
Son équation sera 

Soient 

les équations des deux courJ)es. Considérons les ordon- 
nées de ces trois lignes correspondant à un point N pris 
sur la première ; on aura encore 

" 1.2. 3. ..(«-+- i) \d^' dx^-^^ H- a j ' 

et puisque , par supposition , la droite menée par le point 
M est différente de la tangente, 

Par suite , 

^n+y d'*^Y 

NN' €/ar»+' ~" djc^-*-' "*" ** 1 



(NN")»^^ fdr_^_^A i.2.3...(/i-i-i). 



On voitdoncque le rapport ^^|^,/^v^i^::r tendra vers une limite 



Or, quand h tend vers o , a et 6 tendent aussi vers o. 

finie. 
On peut donc dire que si le contact est du »**'"' ordre, 

le rapport :;^„ sera un infiniment petit du n'^'"* ordre. 

La réciproque est d'ailleurs évidente. 

228. Supposons maintenant que l'on rapporte la courbe 
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à d'autres axes ; par le point N menons une parallèle au 
nouvel axe des j^. Soient n' le point où cette parallèle coupe 
la courbe y ' = y (x) et n" le point où elle coupe la droite 
y^z=:ax-+' b. Pour démontrer que Tordre de contact ne 

change pas, il suffit de prouver que le rapport 



TV 71 

tend vers une limite finie. Car alors -r— , sera un infini- 

ment petit du «'*'"' ordre, et, par suite, le contact sera 
encore de l'ordre n. 

Or, si l'on suppose que l'on ait joint N'w', le triangle 

TSN'nf donnera 

NN^ _ sin n' 

^«'■"smW 
Le point N s'approchant indéfiniment de M , le point N' 
tendra versN, ainsi que le points', et, par conséquent, N' 
et nf se confondront à la limite. Donc n'N' tendra vers la 
tangente au point M, et, par suite, le rapport des sinus 
des angles »' et N' aura une limite finie. D'ailleurs, le 

rapport — ^ reste constant quand le point N s'approche 

du point M, puisque le triangle variable N/i^N'' reste 
toujours semblable à lui-même. 

On a NN' = N/i' ?^ et NN" = N/i" ^^r 
sm N' sio N" 

De là 

sinn' 



NN' Na/ sinN' 

X 



(NN'')"+' (N]N")"+' 



/sinV^Y^'' 
VsïnN^j 



d'où l'on déduit que le rapport — . ^, tend vers une li-^ 
mite finie, f 

CARACTERES GÉOMÉTRIQUES d'uN CONTACT d'orDRE PAIR 

OU d'ordre impair. 
229. Si les deux courbes CMN, C'M'N', qui ont res- 
pectivement pour équation y =f(x) et j^ = (f {x) ^ ont 
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DIX-KECJYIÈME LEÇON. 2o5 

au point M(x^y) un contact de l'ordre », les /»+ 1 con- 
ditions suivantes seront remplies : 

•^ •^^ dx dx^ dx^ ^= ' * * '' da^'~ da^' 
Nous avons vu que, dans ce cas, on a 

i.2.,.(/z-i-j)\ rfa:«+' daf^' ^ ) 

Mais, jusqu'à présent, nous n'avons fait attention qu'à la 
valeur absolue de NN' ou de QN — QN'. Nous allons 
maintenant avoir égard à son signe. 

Si n est pair, w-f-i étant impair, A"+*, et par suite 
QN — QN', change de signe avec 
A, et l'on en conclut qu'une des 
deux courbes étant au-dessous 
de l'autre à gauche du point de 
contact, est au-dessus à droite 
de ce point, en sorte qu'en ce 
point les deux courbes se tra- 
versent mutuellement , comme on le voit dans la figure. 
^%- 55. Si n est impair, alors n-f-i 

étant pair, en prenant h assez 
petit , le signe de QN — QN' ne 
changera pas avec celui de A, 
c'est-à-dire qu'aux environs du 
point M les deux courbes ne se 
traversent pas. 
De tout ceci on conclut que, quand deux courbes ont 
entre elles un contact d* ordre impair, Tune des deux 
embrasse F autre ^ et que deux courbes se traversent 
mutuellement au point de contact, quand elles ont un 
contact d'^ ordre paik. 

Une ligne droite tangente à une courbe a en général 
avec elle un contact du premier ordre , c'est-à-dire d'ordre 
impair ; aussi est-elle , au point de contact , tout entière 
d'un côté de la courbe. Si le point de contaot est un 
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2o6 COURS d'analyse. 

point d'inflexion , alors le contact devient d'ordre pair, 

et la tangente traverse la courbe. 

DES COURBES OSCULATRICES. 

230. Soit 

(i) <D(a:,/, «,^»,c, ...) = o, 

une équation renfermant n-h i constantes arbitraires , 
a , & , c , • . . , et qui , suivant les valeurs attribuées à ces 
constantes , convient à une infinité de courbes différentes. 
On peut disposer de l'indétermination de a, ^ , ^5 • • m 
pour faire en sorte que la courbe (i) ait un contact d'un 
ordre déterminé, du w"^'"* au plus, en un point donné 
(x, y) avec une courbe donnée par Téquation 

Supposons que Ton veuille avoir un contact du n'^'"" 
ordre. On devra avoir les n-hi conditions suivantes, 
répondant à F abscisse x : 

dy d^y' d^y' 

On obtiendra -J^» -7--, . . . , -rr, en difierentiant n fois 
dx dx^ dx^ 

dv d} Y cf ** Y 

de suite l'équation (i) , et — > — , . . . , -z-^ •> en difFéreo- 

tîant n fois de suite réquationj^=y'(j;). Les /^ -f- 1 équa- 
tions (a) détermineront les w 4- i constantes inconnues, 
a, i, c, etc., en fonction des coordonnées du point de 
contact et des coefficients de l'équation (2). 

Quand on détermine les constantes a, J, c, etc., de 
manière à obtenir le contact de Tordre le plus élevé pos- 
sible, qui est égal au nombre des constantes moins i, on 
dit que parmi toutes les courbes de même espèce repré- 
sentées par l'équation (i), celle qui répond à ces valeurs 
des constantes est oscuïatrice à la courbe/ :=/' {x). 
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231. Comme première application, considérons la 
droite 

(i) f=iax-\-b, 

et la courbe y =zf(x). 

L'équation de la droite ne renfermant que deux con^^ 
stantes arbitraires , on ne pourra établir qu un contact 
du premier ordre. Il faudra pour cela satisfaire aux deux 
équations 

r=r et - ou a=-. 

Si l'on remplace j^' V^^J ^^^^ l'équation (i) , on aura 
X = ax -^ by 



d'où l'on tire 






L*équation (i) deviendra alors 

ce qui est bien l'équation de la tangente au point {x^y). 

DU CERCLE OSCULATEUR. 

232. Appliquons encore les mêmes considérations au 
cercle. Ainsi, soit en coordonnées rectangulaires 

l'équation d'une courbe. Puisque l'équation générale du 
cercle contient trois constantes arbitraires, le cercle oscu- 
lateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un con- 
tact du second ordre. Soit donc 

(i) (.r~Ç)^ ■+.(/- >>)' = ?' 

l'équation de ce cercle inconnu. 
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208 COURS d'analyse. 

On en tire par deux différentiations successives : 

Comme on doit avoir 

^ '^' dx dx dx^ ^ da^' 

si Ton remplace dans les relations précédentes /'^ — ,> 

d^y . dy d}Y ,, 

--^j respectivement par j^, --» -~-, on aura pour déter- 
miner I , y} , p les trois équations 

(4) (*-l)'+{r- «)'=?', 

(5) (*-ç) + (r-,)^=o, 

X et j^ étant les coordonnées du point de contact. 
On tire de ces équations, 

-" dyy d^ 

dx* dx' 

et enfin y 



d'où 



\dx') \dx*) 



i-ÏÏ 



P = ± d^ • 
233. Le numérateur de cette expression étant positif, 



Digitized by 



Google 



DIX-NEUVIÈME LEÇON. 209 

il faut prendre le signe -f- ou Je signe — suivant que 
•3-7- est "> o ou << o, si Fou veut avoir la valeur absolue 

dep 

d^ Y 
L'équation (6) montre que n — y et-j-^^ sont toujours 

de même signe. Comme ïj — y est la différence entre l'or- 
donnée du centre du cercle et l'ordonnée du point de con- 
tact, il en résulte que le centre du cercle osculateur est 
toujours dans la concavité de la courbe. 

La courbe et le cercle osculateur ayant la même tan- 
gente, le centre du cercle osculateur est sur la normale à 
la courbe au point {x^y) \ on peut encore le conclure de 
l'équation (5) mise sous la forme 

w r=l' ^=-^' 

d'où résulte que la droite dont le coefficient angulaire est 

1 c'est-à-dire la droite qui unit le point de contact 

au centre du cercle osculateur, est perpendiculaire à la 
tangente commune. 

Le cercle osculateur ayant avec la courbe un contact 
qui est en général du second ordre, par conséquent d'ordre 
pair, il s'ensuit qu'il traverse la courbe , excepté en cer- 
tains points particuliers ou le contact est d'un ordre supé- 
rieur au second. Dans ce dernier cas , si le contact est 
d'ordre impair, la courbe et son cercle osculateur sont du 
même côté de la tangente commune. 

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de cour- 
hure ,• son centre et son rayon centre et rayon de cour- 
hure. Nous en verrons plus tard la raison. 

234, Comme exemple, proposons-nous d'obtenir le 
rayon de courbure MK d'une section conique, en un 
point quelconque. 

I. i/, 
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Supposons celle courbe rapportée à Tun de ses axes 
Fig. 3G. de figure, et à la tangente au 

sommet ^ son équation sera 

En différenlîant deux fois cette 
équation , on trouve 

dx ~ y 
d' 



y 


M 


V 






/ 

{ 


\ 




A 




\ 


:c 



Y 



d'r fdxY 



et, en mettant pour -j- sa valeur, 



d^X P^ -h 0.pqx-^ q^x^ 

J -* 
enfin 



^ dx' ' X' 



d'y ^ ___ g!. 

dx' y'' 

Par suite , on a pour la valeur absolue de p, 

f= — ?— ■ 

Le numérateur de p est le cube de la normale MN. En 
effet, le triangle rectangle MNP donne 



d'où 






Donc 

n 



P' 

Ainsi, dans toute section conique, le rayon de cour* 
bure est égal au cube de la normale ^ divisé par le carré 
du demi-paramètre. 
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Il est, du reste ; facile d^obtenir la valeur de p en fonc- 
tion seulement de Tabscisse du point M. En effet , 

y^ = 7. pœ '\- qx^ et y — ±=: p -k- qx-y 
on a , par suite , 

w'= :tpx -h qx^-\- (p-hqxy={q-\-q^) JC* -H 1ipqX'\-1px-\-p'f. 
Donc 

s 
_ [(y -^ q^) x^ ^ :lp [l^ q) X -^ p^Y 



i4.. 
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VINGTIÈME LEÇON. 



Développées et développantes des courbes planes. — Propriétés générales 
des développées.— Application à la parabole , à Vellipse, à rhypert>o1e. 



DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES. ♦ 

235. Nous avons vu qu*en appelant Ç et r? les coor- 
données du centre de courbure correspondant au point M 
de la courbe CM, on avait, pour déterminer ces deux 
quantités, les équations 

Les centres de courbure K, K|, . . . , forment une nou- 
velle courbe que l'on appelle la 
développée de la courbe CM, 
et celle-ci est appelée la dév^e- 
loppante de KF; nous verrons 
bientôt la raison de ces dénomi- 

f-Q] p ^—x iialîons. 

*" Puisque les équations (i) et 

(2) avec Téquation 

(3) f[x,y) = o, 

de la courbe donnée CM, déterminent les coordonnées Ç 
el y? du centre de courbure K, répondant au point don- 
né M (jc, y) de la courbe CM, on aura l'équation du lieu 
des points K, en éliminant x ety entre les équations (i), 
(.)et(3). 
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VINGTlisME LEÇON. ai3 

PROPRIÉTÉS GÉfïÉRÀLES DE LA DÉVELOPPÉE. 

236. La développée jouit de propriétés générales irès- 
remarquables. 

En premier lieu , tous les rayons fie courbure MK , 
Mj K| y . . . , ou les normales à la première courbe , touchent 
la développée aux points K, Ki , . . . , c'est-à-dire aux cen- 
tres de courbure. 

En effet , si l'on prend x pour variable îndép«ndanle , 
et que Ton différenlie F équation (i), en y regardant y, 

-r ) c et >î comme des fonctions de x, on a 

dx ^ 





dx 


-d^+[dy-dr>)^£ + {y- 


.d'y 


ou 












dx 1 


dr' 


+ (r ^)'j]-r''^ 


dx 


ou 


bien , à cause 


■ de 1 equaliou ( 2 ) , 










dl -\^dn-f =z o, 
dx 




ou 


eut] Il 








(4) 






d/i dx 
di - " Ty' 





Cette dernière relation montre que la langenle à la dé- 
veloppée menée par le point K est perpendiculaire à la 
tangente menée par le point M à la courbe CM. Donc 
la tangente à la développée est la droite KM. 

237. Une conséquence immédiate de cette propriété, 
c'est que la développée d'une courbe est le lieu des in- 
terscction s successive s des normales à cette courbe. En y 
effet, considérons deux de ces normales MK et MjKi 
qui seront par conséquent tangentes à la développée 
aux points K et Ki. Soit I le point où elles se coupent : 
quand Mj se rapproche indéfiniment de M, Mj Kj se 
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rapproche de MK, et Fangle KjIK tend vers deux angles 
droits. Donc K^ K est le plus grand côté du triangle KiIK, 
et comme ce côté tend vers zéro , il en sera de même de 
IK. Par conséquent le point I se meut sur la droite fixe 
MR en se rapprochant indéfiniment de K, que Ton peut 
considérer comme le point d'intersection de la normale 
MK et de la normale infiniment voisine. 

î238. La différence entre deux rayons de courbwe 
MK et MtK, est égale à Tare K, K de la dév^eloppce^ 
compris entre les deiix centres de courbure correspon- 
dants. 

Pour cela, difïérentions Téquation 

p' = (^-Ç)'-+-(r-n)% 

en y regardant 7> ^ ) y? et /d comme des fonctions de la va- 
riable indépendante x. Il vient ainsi 

p ^p =r (^ ~ Ç) [dx - <^Ç ) H- (j -^ „) [dx - rf,), 
OU 

pûrp = ^hF — Ç -+-(>- — ïi)^ — (a: — „)</Ç — (j^ — fl)^,, 

ce qui , d'après l'équation (i) , se réduit à 

pé/p = — (j: — Ç)rfÇ — (/ — >i)rf>i, 
d'où l'on tire, en désignant par ex Tare FK, 
^Ç — ;r c/Ç I) — y dn\ 



dp^n 

dfr \ 



p rfcr p rfff/ 

Mais le second membre est le cosinus de l'angle que la 
droite MK fait avec la tangente à la développée au point 
K. Comme cet angle est nul, son cosinus est égal à l'unité^ 
et Ton a 

r/p = d<r. 

De cette équation on conclut , 

p = <iH- C, 
C désignant une constante; on aura de même 

p,— (T,4- C: 
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donc 

p — pi = ff — «F, 5=:arcFR — arcFK, = arcKK,. 

239. On peut aussi concevoir cette propriété comme 
une conséquence de ce que la développée est le lieu des 
intersections successives des normales à la 
courbe donnée. En effet, remplaçons un 
petit arc KKi de la développée par sa cor- 
de j et supposons que cette ligne prolongée 
rencontre la courbe en M. KM différera 
très -peu de la normale KN menée par le 
point K, et Kl M très-peu de la normale 
K, Ni menée par le point Ki , en sorte qu'on aura, en 
ii^ligeant des infiniment petits du second ordre, 
KK, = KM — K, M = KN — K, N^. 

C'est cette propriété de la courbe FK qui lui a fait 
donner le nom de^ développée. En effet, imaginons uiï fil 
dont une partie soit enroulée autour de FK , et dont Tautre 
partie , tendue suivant la tangente Ki Mj, se termine en Mi 
sur la courbe CM. Je dis que si l'on déroule ce fil en le 
^'Ç- ^9 tenant toujours tendu, son ex- 

trémité décrira la courbe CM. 
Car supposons que la partie rec- 
tiligne soit maintenant dirigée 
suivant la tangente KM> et que 
Textrémiié aboutisse au point G r 
on a 

M.K, 4-K,K, 

puisque Kj K est la partie qui est devenue rectiligne. Mais 
d'ailleurs on a aussi MK = Mi K, H- Kj K. On aura donc 
GK= MK. Donc G est en M sur la courbe CM, donc l'ex- 
trémité du fil décrira la courbe CM. 

240. On voit par là qu'une même courbe FK a une in- 
finité de développantes, et que pour les décrire il suffira 



y 


';<?" 

'--^x 





JC 



> 



GK: 
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d'allonger ou de diminuer le fil d'une quantité arbitraire. 
Les tangentes à FK sont normales à toutes les dévelop- 
pantes, d'où il suit que celles-ci ont les mêmes normales 
et les mêmes centres de courbure ; et comme elles inter- 
ceptent sur leurs normales communes des longueurs con- 
stantes, on peut, au moyen d'une développante, obtenir 
toutes les autres. 

241. Si une courbe est algébrique, les rayons de ses 
cercles osculateurs auront aussi une expression algébrique 
d'après les formules trouvées précédemment : par con- 
séquent , un arc de la développée , qui est la différence de 
deux de ces rayons, aura, dans ce cas, une expression 
algébrique, et cette courbe sera rectifiable. 

RAYON DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE LÀ PARABOLE. 

242. Appliquons maintenant cette théorie à la para- 
f'S' 4o bole dont l'équation est 

Nous avons trouvé, en désignant 
par n la normale IMN, et par 
jO le rayon de courbure au point 
M, 

^ = p- 

Si l'on veut exprimer ce rayon en fonction des coor- 
données du point M, il faudra différentier deux fois Té- 
qualion j' = apa:, ce qui donne 

ffy_P î^ «_ _ ^ 
dx X dx^ y^ 

Donc on a, en valeur absolue, 




(■-gy ,. 



+/»')' 



y. 
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Pour avoir maintenant Téquation de la développée, sub- 
stituons les valeurs de-^ et de-r^ dans les équations 



^dX-. 



x-l + (r-n)^- = o. 






il vient les équations 

L'élimination de a: et de j^ entre ces équations et celle de 
la courbe conduit à Téquation de la développée. De la 
seconde on tire 

I + ^ - ^ -f-^ = ou „ = — -i-. 

£n mettant cette valeur de rj dans la première , on aura 





x-li-hp+^ = o. 


d'où 


i-p=3x. 


On a donc 




/' = 


— p'n, x — ^(^-p) et x' = ^P^i 


d'où 


r'=p'r.' 


et 


jr' = {:,pxy=^^p(i-p)l^. 


Donc 


p'y>' = ^p'{i-f'Y, 


et 


''=.,V^ ")•• 



Si l'on transporte l'axe des ordonnées parallèlement 

à lui-même jusqu'au point O, tel que AO = p^ l'équa- 

8 
tien prend la forme plus simple r^* = — ^'% ousimplc- 
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ment 






En construisant cette courbe, on reconnaît qu'elle a la 
forme KOL [fig^ 4^, page 216). Elle est symétrique par 
rapport à Taxe des abscisses , ce qui était évident à priori , 
et s'étend à Tinilni du côté des x positifs. 
En différen liant, on trouve 

rfi ^ V 27/' 

Le signe de —^ est le même que celui de rî ; par consé- 

quent, la courbe est partout convexe vers l'axe des ab- 
scisses. 

RAYON DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE l' ELLIPSE. 

243. Soit 

l'équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses 
axes. On en tire 

dx a^y dx"* a'x^ 

Cela posé, la formule connue du rayon de courbure 
donne 

(,+ ÈLfl]' 



{b'x'-i-a'y'y 



^ ^ b* ^ a^b* 

Pour avoir k développée de l'ellipse, reprenons les 
deux équations 
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En y remplaçant ^ et ^ par leurs valeurs , 1 équa- 
tion (i) devient 

û*r*-f- b^x'x --^ a' b* (f — n) =z o , 



•^-^= a^ôT^ 






a'b' ^ 



— ^4 -J'y 

et posant a' — A" = c% il viendra 

*^""'~ b^ ~^+-Z^' 

OU enfin 

En changeant dans la relation (3) j: en / et y en a:, 
puis a en & et & en a , ce qui change c' en — c*, on aura 

(4) 5 = ^'"' 



a' 



Par conséquent, si l'on pose, pour abréger, - = A et 



= B , on a 



En substituant ces valeurs dans l'équation de l'ellipse, 
naise sous la forme 

(=)'-(3)'=- 

on a, pour l'équation de la développée, 
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La courbe représentée par cette équation est symé- 
trique par rapport aux axes 
de l'ellipse , comme , du res- 
te 5 on pouvait le prévoir. 

Pour >; = o , on a 

Ç=±A=±Î, 
a 

ce qui donne deux points G , 

G', situés sur Taxe des x 

entre les foyers. On obtiendra de même les points H, H', 

où la courbe rencontre l'axe des y. 

En difTérentiant Téquation de la courbe deux fois de 

suite, on aura 

De là on tire 

dV - -1 

Ov — - est de même signe que le dénominateur, puisque 

le numérateur est positif. Par suite, ccîtte dérivée aura le 
même signe que yj. Donc la courbe tourne partout sa 
convexité vers l'axe des x. 
On a ensuite 



^/Ç 



\Aj A__ /AtjX » B 

1 1 - U?; -A* 



»)■» 
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celle dérivée étant nulle pour Ç = o et infinie pour >3 = o, 
on en conclut que les axes sont tangents à Ja courbe aux 
points G, G', H et H', qui, à cause de la symétrie de la 
figure, doivent être des points de rebroussemeot. 

R\TON OE COITRBURE ET UÉVELOPPÉE DE l'hYPERBOLE. 

244. Le rayon de courbure et la développée de l'hy- 
perbole peuvent se déduire de ce qui précède en chan- 
geant i' en — A*. On a ainsi pour le rayon de courbure 

P= ^^ ' 

et, pour l'équation de la développée , 

a)-(i)=- 

en posant c* •= à^ -+- />% — = A et -y- = B. 

La développée de l'hyperbole se compose de deux 

branches infinies HGK , 
H'G'K', symétriques par 
rapport aux deux axes ; elle 
a deux points de rebrousse- 
ment G et G' si tués sur Taxe 
tran s verse au delà des foyers 
par rapport au centre et elle 
estconvexe en toussespoints 
vers Taxe tran s verse. 



^ 


y 


4a. 


c 


'^c rio 
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VINGT ET UNIÈME LEÇON. 

Élude particulière de ta cycloïde : Définition et équation de la courbe. 
Tangente et normale. — Rayon du cercle osculateur. — Développée. 
Longueur d'un arc de cycloïde. 



DÉFTNITION ET ÉQUATION DE LA CYCLOÏDE. 

24S. La cycloïde est le lieu des positions d'un point M 
donné sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite 
indéfinie Âx. 

Prenons pour axe des abscisses la droite A.r, pour ori- 
gine le point A, où se trouvait le point générateur M à 
Forigine du mouvement , et pour axe des ordonnées la 
perpendiculaire Ay. 

On reconnaît , à priori , que l'ordonnée est maxima 

au point C, correspondant à Tabscisse AD= -cire. OM: 

que la courbe rencontre de nouveau l'axe des x en un 
point A' dont Tabscisse est cire. OM , et que la portion 
CA' de cette courbe est symétrique de l'arc CA par rap- 
port à CD 5 ensuite qu'au delà du point A', comme avant 
le point A , il existe une infinité d'arcs identiques à ACA'. 
Cherchons maintenant Téquation de la courbe. Soient 

AP=x, MP = y les 
coordonnées d'un point 
M du lieu, MO = a et 
MOH = u ^ joignons MO 
et menons MI perpendi- 
culaire à GH. 

D'après le mode même 
de génération , Tare MH 
sera égal à la portion de droite AH. On a 

jr = AH— PH = arcMH--]MI=r au — a s\n u = a [a — sinu), 
y z=z OH — IK = ^ — fl CCS M = « (i — ces u). 



Fig. 43. 
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Il ne s'agit donc plus, pour avoir Téquation de la 
cycloïde , que d' éliminer u entre les deux équations 

(1) X ::=: a {il — SÎn 1/), 

(2) jr=:za{\ — cosw). 
Or la dernière donne 



a — Y a — Y 

'— o\\ a = arc cos 9 



d'où 



_^y2rtj— j» 



a 

Portant ces valeurs dans l'équation (i), on a, pour Té- 
quation de la cycloïde , 

( 3 ) x= a arc cos ^ zçz v^2 a^ — j*. 

Pour expliquer le double signe du radical ou de sin u , 
on observe que si le point M est sur l'arc AC, on a m<^it 
et sin u^ o. Mais si le point M se rapportait à l'arc CA', 
on aurait m^tt et sin ii<C^o. Donc le signe supérieur 
convient à l'arc AC, et le signe inférieur à l'arc CA'. 

TANGENTE ET NORMALE. 

246. Pour obtenir —1 on pourrait différentier l'équa- 
tion (3) , mais il est plus simple de différentier les équa- 
tions (i) et (2), dans lesquelles x ety sont fonctions de 
la variable indépendante m, ce qui donne 

dx = adu ( I — cos u) z=zy du^ 
dy = a sin udu z=z du y 2 ay — y'^ . 
Divisant membre à membre, il vient 

dy y/2 ay — y^ 

dx'^ y 

La sous-normale au point M ayant pour valeur •^--^> 
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on voit qu'elle est égale à sjiaj — jp. Or 



SJuax — x^=slx[^0'-j) = V/IH X IG =r MI ou PH. 

Donc MH est la normale au point M, et, par suite, MG, 
perpendiculaire à MH, est la tangente en ce point. 

De là résulte un moyen très-simple de mener une tan- 
gente à la cycloïde en l'un de ses points , M par exemple. 
Supposons le cercle CwD décrit sur l'ordonnée maxima 
comme diamètre; menons Mm parallèle âP A Jc: une pa- 
rallèle à Cw, menée par le point M, sera la tangente 
cherchée. 

247. La longueur de la normale, au point M, a pour 
expression 



s/ 



Y^dy^ r / 



Or GH = 2 « , IH =j^. Cette longueur est donc moyenne 
proportionnelle entre IH et GH -, elle est donc la ligne 
MH elle-même. 

RAYON ET CENTRE UU CERCLE OSCULATEUR. 

248. On a 



ày ^lay-^y 



dx 



-\/t-- 



j dy^ 2 a „ , dyd^r nady 

dx^^ y^' 

Substituant ces valeurs de ~- et de -j-^ dans l'expression 
connue du rayon de courbure , on trouve 



..-Lri~S«' 



^ ^^r. 

a 



p' = -:.^^-~-= f\ donc p=2\/2<7/. 
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Mais 

sl^= \/ghxiu = MH , 

Donc le rayon de courbure est double de MH , et puisque 
d'ailleurs MH est la normale au point M , on aura le 
centre de courbure en prenant sur la direction de MH 
un point N tel que MN =f= 2 MH. 

DÉVELOPPÉE DE LA CYCLOÏDE. 

249. Ce résultat permet de déterminer très-simplement 
la développée. 

SoîtHNL un cercle égal au cercle OM, tangent au point 
H à Aor, au-dessous de cette droite \ menons LE parallèle 
à A*r 5 et prolongeons le diamètre CD jusqu'à sa rencontre 
en E avec LE ; les arcs MH et NH étant égaux, on a 

arcNH = AH; 

d'ailleurs are HNL = AD. 

Donc arc NL = AD — AH = DH = LE. 

Ainsi la développée de la cycloïde est engendrée par 
le mouvement d^un point N placé sur la circonférence 
d'un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur 
une parallèle LE k Kx^ au-dessous de cette droite^ et à 
une distance de celle-ci égale au diamètre du cercle mo- 
bile. Cette développée est donc une cycloïde égale à la 
première. 

On peut d'ailleurs le démontrer sans connaître la lon- 
gueur du rayon de courbure. En effet, de même que MG 
est tangente à AMC , en M , NH ou MN est la tangente en 
N à la cycloïde ANE. Donc cette dernière courbe est le 
lieu des intersections successives des normales consécu- 
tives à la cycloïde ACA', et par conséquent elle en est la 
développée. 

250. On peut retrouver le même résultat par le calcul. 

I. i5 
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Ou a 



Substituons ces valeurs dans les équations 



dr^ , . d^y 



•«-?+(r-''):7;: = o. 



dx 



La première équation donne 



■^ (j — ï,) — = o ou bien aor — a(^ — »)) = o, 

ou enfin 

(I) y=--n. 

On tire de la seconde équation 



ou, en remplaçant^ par sa valeur et transposant, 

ou enfin , en faisant passer n sous le radical dont le signe 
doit être changé, puisque yj est négatif, 

(2) a? = Ç — 2 ^— 2 aji — îî*. 

Substituant les valeurs (i) et (2) dans l'équation de la 
cj'cloïde , 

(3 ) jc = fl arc ces — \J7.ay — /% 

on a, pour l'équation de la développée, 

(4) Ç = fl arc ces '• -h sj — 2 a >î — «?. 
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Supposons maintenant qu'on prenne pour axes les 

Fiff. 44. droites Ex' et Ej'; nommons x' 

et y' les nouvelles coordonnées 

d'un point quelconque N de la 

développée : puisque 

AD = 7ra, DE = 20, 

on aura 

Ç=: AD — DI=7rfl— y, 
»} = NR — IR = /— 2«. 

Substituant ces valeurs de $ et de yî dans Téquation (4) , 
l'équation de la développée par rapport aux nouveaux 
axes devient 



r'-« 



n a — x' z= a arc ces ~ h v/2 ay' — y'^j 

ou bien 

j/ = flf In — arc cos | — ^2 ay' — j'S 

OU enfin, comme deux arcs supplémentaires ont des co- 
sinus égaux et de signes contraires, 



: a arc cos 



(^) - ^î^^' 



Cette équation , comparée «i l'équation (3), montre que 
la développée de la cycloïde est une cycloïde égale, placée 
par rapport aux axes Ej:', Ey', comme la proposée par 
rapport aux axes primitifs. 

LONGUEUR d'un ARC DE CYCLOÏOE. 

251. La ligne MN double de HN est le layou de cour- 
bure correspondant au point M de la cycloïde dévelop- 
pante, ou la tangente en N à la cycloïde ANE développée 
de la première. De plus , au point A , le rayon de courbure 
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est nul puisque la normale MH devient nulle pour ce 
point. Donc, comme un arc de développée est égal à la dif- 
férence des rayons de courbure extrêmes, on a 

arcAK = MN=:2NH. 

En revenant à la cycloïde proposée, on peut dire que l'are 
CM est égal à 2 MG. 

Exprimons maintenant cet arc en fonction des coor- 
données de son extrémité. 

On a 

arc CM= 2MG == a ^a^.MQ, 

ou bien , puisque MQ = 2 a — y ^ 



arc CM = 2 ^4 ^' — ^ ^J« 

232. On peut encore parvenir à ce résultat par le 
calcul. 

En effet, soit CM = 5 un arc compté à partir du som- 
met C ; on aura 



rhw. dx y 

Ulr on a — 



donc, 

/2 a 



ds=±Ldy 

Mais Tare CM diminue lorsque y augmente ; on doit donc 
prendre le signe — , et écrire 

ds=i— dy ^ — =d(^2sj^a ^2 a — 7)^ 
donc s= 2 ^2.a ^2a — / -hC, 



ou 



s = 2 \/4«' — 2<ij + C. 
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C est une constante que l'on détermine en faisant 
y = 2û, ce qui donne 5 = o et par suite C = o. On a 
donc, comme plus haut, 

arcCM=2^4«'— ^«Z- 
253. Si l'on suppose j^ = o, on aura 

arc GA = 4^9 
et par suite 

arcACA' = 8«. 

Ainsi Varc entier de la cycloïde est égal à quatre fois 
le diamètre du cercle générateur. 
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 

Expression du rayon de courbure, quand la variable indépendante est 
quelconque.— Application aux coordonnées polaires. — Théorie de la 
courbure des courbes planes . — Identité du cercle de courbure et du 
cercle osculateur . — Applications. 



EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE 
INDÉFENDANTE EST QUELCONQUE. 

254. En prenant x pour variable indépendante, nous 
Avons trouvé 



_(-£:)■ 



Supposons maintenant que x eX. y soient fonctions 
d'une autre variable t^ et cherchons, dans cette hypothèse, 

l'expression de p. On sait (85) que -^ conserve la même 

n d^Y 1 . * , . dx(PY — dyd^x 
lorme , et que -7-^ doit être remplace par -j— • 

On aura donc 

dy'V 



_ (-£)' 



dxd'^y — dyd}x 



dx^ 



OU bien 

(0 



{dx-'^dy-'y 
dxd}y — dyd}x 



expression dans laquelle les différentielles de x et de j' 
sont prises en regardant t comme variable indépendante. 

Exemple. — La cycloïde est représentée par Fenserable 
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des deux équations 

x = a{u — sinu)j x^=^^(^ — ces a). 

De là on déduit , en prenant u pour variable indépendante, 

dxz=ia{i — cos u)duy {t^ x == a s\n u du*^ 
dx:=asmuduy d^ f =: a cos uda*. 

Par conséquent, 

£ix^-{-dx^z= (i — 2 cos « + CCS* u -+- sin' u)a^du^, 
dxd^X — dy d^ X =z {cos a ^ cos*a — sia* u ) a\ du^ , 

ou dlr*-4- €(^*=: 2 (i — costt)a'€ftt% 

dxd^X — rf/ rf» X = — ( I — cos tt ) a' du^. 

Par suite 



I (i— ces «)'«'«?«» /-, 

f> = 2*-5 TT-TT =a«V2(i 



■ ces «)' 



Or 



-COSM = -• 



Donc 



> = a fl ^ i/ " = 2 v^2«p. 



i^^. 45. 



EXPRESSION DU RATON DE COURBURE EN COORDONNÉES 
POLAIRES. 

255. La formule (i) conduit à l'expression du rayon 
de courbure au point M, en 
fonction des coordonnées po- 
laires de ce point. Pour cela, 
menons par le pôle deux axes 
rectangulaires O a: et O/. Soient 

xOA = a, OP = x, MF =7^ 
OM==r, MOA = 0, 




on aura 



x=rcos(0 — a), j^- = rsin (0 — -a), 
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ou en posant , pour abréger, 6 — a = ô', 

dp = r cos Ô' , ^ = rsin G'. 
De là on tire , en observant que d6^=d9y 

dx = dr ces B' — rdB sin ô', 

djr=:dr sin 9' -h rdQ ces 0', 
rf'or = rf» r ces ô' — 2 dr sin 6' — n/ô' ces Ô', 
//' j z=d^r sin 9' -h 2 rfrrf9 ces 9' — n/9' sin 9'. 

On aura donc 

dx'-h dy-" = dr" ces» 9' 4- r» sin» 9' rfÔ* + dr" sin» 9'4- /^ ces» Q'd^ 
= Éfr» (sin» 9' -f- cos» 9' ) + r»rf9» (sin» 9'-+- ces» 9'), 

et toutes réductions faites , 

(2) dx'--^dx^ = dr^-h r^dS". 

De même 

dxd'^y — dyd^x 

= (Éfrcos 9'— r€/9sin9') (éf'rsin 9'-|- 2c?r€/9cos9'— n/9»sin90 
— {dr sin h 4- «^9 ces 9') («f» rocs 9' — 2£^rsin 9' — /y/9»cos9') 

= d^r(dr sin 9' ces Q'—rdB sin» 9' — c^r sin 9^ cos 9' — rdQ cos» 9') 
+ 2dr'{d9 cos»9'-4- dQ sin» 9') + r» (sin»9'rf9»4- cos» 9' dO^)^ 

ou, en simplifiant, 

(3) djcd^x-^dyd*x = !idr^dB — rdBd^r'{-r'dBK 

Substituai)t les valeurs (a) et (3) dans la formule (i) , on 
obtient 

_ (dr^'-hr^dB^y ^ . 

^"" ^dr'dB -^ rd^ rdB -h r^dQ'^ 
OU bien 
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Ce résultat s'obtient d'ailleurs plus simplement en 
faisant coïncider l'axe OX avec OM. Il faut faire alors 
a=zOy et l'on a 

dx == dr^ dy = /irfô, 
d'^x zzzd'^r-^ rdO^y d^x = ^drdB. 

256. On introduit quelquefois , au lieu du rayon vec- 
teur r, sa valeur inverse dans l'expression du rayon de 
courbure. Soit 



I 

u 






on aura 






. du ^ 2. 

dr= -, d'r='-- 

u^ 


du' 


— ud'u 


Donc on a 






3 




3 


/ 1 I du^y 




/i i du^y 


^ 1 2 du^ nd^ u — 2 du^ 




I I d^u 


u^ ' u*dB^ ' u*dB' 




u' * u^ dB^ 



OU 



enfin 



/ du^y 

257. Exemples, i^. Courbes du second degré. L'équa- 
tion générale des courbes du second degré, rapportées à 
un foyer et à l'axe focal , est 

p i -h- e cos 

r = =- ou M = • 

\ -\- e cos p 

On aura , dans ce cas , 

6 € 

duz=: sinOf/Ô, d^uz=z cosQ d9\ 

P P 
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et la formule (5) donnera 



r(i -h^cosô)' . ^' . ,«T 



^ (i -f- g cosQ)» fi -H g cosQ g 



ou bien p = p ^ — ; — i— 

^ ^ (i4-gcos0)* 

a**. Spirale logarithmique : r= ae*"^. 
On tire de cette équation : 

dr Q d^r mdr 

Substituant ces valeurs dans la formule (i) , on a 

OU bien 

^■=zr sji H- m*. 

Soient MK la normale et OK la sous-normale du point 
considéré. Le triangle rectangle KOM donne 



MK= V OmV OK = v^/^ 4- r» tang'OMK. 
Or on a tang OMK = cot OMT = m , 



donc MK z=zr\]\-\-m^. 

Ainsi l'extrémité K de la sous-normale est le centre de 
courbure. 

Pour trouver l'équation de la développée, prenons 

Fig. 46. un nouvel axe polaire OB, în- 

\\ cliné sur le premier d'un angle 

\^, a. K étant Tun quelconque des 

h^^'^^'^y \_,^^ points du lieu, soient OK=:r' 

^vX^^^^rWr^^ et KOB = ô' : on aura 

t! z=z mr y ou /= mafP^ V 




\r 
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maïs 6'-^-a = 0-i---, donc Téqualion de la développée 
sera 



md -^-m 
r = mae 



ou bien 






(-1) 



Comme a est arbitraire, déterminons cette quantité de 
telle sorte que l'on ait 

me ^ =^ I » 

ce qui donne 



(«-?)=«' 



1//I -t- /w ( a l = o, ou a = ; 

2 m 



l'équation de la développée deviendra 



ae^'^\ 



ce qui montre que la dci^eloppée est une spirale logarith- 
mique égale à la première , mais différemment placée. 

DE LA COURBURE DES. COURBES PLANES. 

258. On doit considérer la courbure d'une circonfé- 
rence comme étant la même en tous ses points, et d'autant 
plus grande, que son rayon R estplus petit, ou que la valeur 

inverse- est plus grande. Il est donc naturel de prendre, 

- pour mesure de la courbure du cercle. 

On conçoit mieux cela si l'on considère un cercle tan- 
gent à une droite en un point, et que l'on éloigne de plus 
en plus le centre sur la perpendiculaire à celte droite en 
ce point. Le cercle mobile , dans une de ses positions , sera 
compris entre la droite fixe cl le cercle précédent, et par 



Digitized by 



Google 



236 COURS d'analyse. 

conséquent il s'approchera d'autant plus de la droite , 
que son rayon sera plus grand. 

Soient MT et M'T' deux tangentes à une circonférence 
^^ 47- dont le rayon MK est égal àR, et 

soit HIM'= w. On aura 
arcMM'=R«, 
puisque Tangle MKM' est égal 
à HIM^; donc on a 

I u 

R~~arcMM'* 




Ainsi la courbure d'un cercle est égale à l'angle de deux 
tangentes divisé par Tare compris entre les points de 
contact. 

259. Considérons maintenant une courbe quelconque 
CMM'U, C étant un point fixe de cette courbe 5 soient 
CM = ^, MM' = A5, T l'angle MTx, tTangle M'T'x, 
formés par les tangentes MT et M'T' avec Ox, et A t la 
différence de ces angles, c'est-à-dire l'angle HIM'. 

Si la courbe était une circonférence de cercle, — serait 

^' ^ sa courbure au point M , et ce 

rapport serait indépendant de 
A5. Quand la courbe est quel- 

conque, le rapport — » qui va- 
rie avec A5 , est appelé la cour-- 
hure moyenne de l'arc MM', et 
l'on nomme rayon de courbure 
moyenne le rayon d'un cercle dans lequel les tangentes 
menées aux extrémités d'un arc égal à A5, font entre 

elles un angle égal à Ar. Le rayon de ce cercle est — 1 
Supposons maintenant que le point M 'se rapproche 
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indéfiniment du poini M : le rapport — convergera vers 

7-9 qui sera dit la courbure de la courbe au point M. 

Concevons un cercle ayant la même courbure, et soit p 
son rayon : on aura 

I fi?T ds 

- = — ou p = -r' 
f> as * «T 

Si l'onprendsurla partie intérieure delà normaleMK=: p, 
le cercle décrit du point K comme centre avec MK comme 
rayon sera le cercle de courbure, le rayon et le centre de ce 
cercle seront le rayon et le centre (fc courbure correspon- 
dant au point M. 

On appelle angle de contingence T angle dz formé par 
les tangentes menées aux extrémités d'un arc infiniment 
petit. On peut donc dire que la courbure d'une courbe est 
égale à l'angle de contingence divisé par la diflerentielle 



IDENTITÉ DU CERCLE DE COURBl]RE ET DU CERCLE 
OSGl]LÀTEUR. 

260. Le cercle de courbure est le même que le cercle 
osculateur, déterminé par la théorie des contacts^ en 
effet, on a 



ds = da:i/ 



dr' 



dt 



, / dr\ dx 

rfr = d(^arctaDg-j=— ^ 



dx^ 



donc 



dx 



dx 
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ou 



_(■*.?)■ 



ce qui montre bien que p^ ouïe rayon de courbure, est 
égal au rayon du cercle osculateur, et, par suite, que le 
cercle de courbure se confond av^ec le cercle osculateur, 

261 . On peut démontrer le même fait d'une autre ma- 
nière. Soient MK et M' G les normales en M et en M' à 
la courbe donnée^ soit G leur intersection, et soit MK 
le rayon de courbure pour le point M. Joignons MM'; 
on a 

MG : MM' = £111 MM' G : sinG, 

,, , ,.^ MM'sinMM'G 

dou MG = ; — 5 

sm G 

ou bien 

MM' ^ G arc MM' „„,^ 

^^^ = UlOTf X -^-TT X — j; — X sm MM' G. 

are MM' sm G G 

A la limite, quand le point M' vient coïncider avec M, 
la droite MM' devient tangente : par suite l'angle MM'G 
devient droit , et son sinus a pour valeur Tunîté. On a 
d'ailleurs 

MM' ,. G 

arc MM' sin G 

,. arc MM' ,. A* ds 

lim — r- — = lim — = — : 
G At dt 



donc 



lim MG = ^ = MK. 
dr 



Ainsi le centre de courbure K est l'intersection de deux 
normales infiniment voisines : donc il se confond avec 
le centre du cercle osculateur-, et par suite le rayon de 
courbure (259) est aussi le rayon du cercle osculateur. 
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262. Nous avons démontré Fidenlité du rayon de 
courbure et du rayon du cercle osculateur en déduisant 
la valeur de ce dernier de celle du rayon de courbure : 
nous pouvons parvenir au même résultat en suivant une 
marche inverse, c'est-à-dire en déduisant la valeur du 
rayon de courbure de celle du rayon du cercle osculateur. 

En effet, le rayon du cercle osculateur au point M est 



Or, 



rfx' ' dx' 



V'"^£^ 



dxi/ 1 + '^^= s/dx' 4- dy = ds, 

- = rf ( arc tang -j- | := dr. 
\ dxj 



d± 

dx 

dx 



Donc 



ds 



EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNÉES 
POLAIRES. 

263. Pour obtenir l'expression du rayon de courbure 

en coordonnées polaires, nous partirons de la formule 

ds 
jD==— • Soitfjt l'angle que la tangente au point M fait 

avec le rayon vecteur : on aura 

^^- 49- rd^ 

tangfx = — ; 

mais 

Donc 

(.) cot(r-0)=i^: 



-Al 




^ 
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on en déduit 



sin 



B—dr . /i dr\ dx . ,. . rf /i dr\ 

Mai* l'équaiion (i) donne 

sin*(T — 0) = - 



I + 
Donc 



a-s)' 



I 4- 



_ \r dBJ dO \r dBj 

/i ^y 

V'dB) 
D'ailleurs nous avons 

ds = ^dr''\-r'dB^=z r i/-^ -H dB^ 



ou bien 



Donc , en divisant (3 ) par ( 2 ) , on aura 



formule déjà trouvée (n^ 155). 

264. Appliquons ce résultat à la spirale logarithmique 



r^ae'^^. 



Soient MO =: r et MOL = les coordonnées polaires du 
point M. On a 

• / ^ 

ds = sldr" 4- rVô» = dB i/r' + — 5 
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OU bien , à cause de -rr = mr^ 



fis =z rd 9 ^ i -4- w». 

^*S' 5o. Maintenant on a, en posant 

^^ l'angle OMT=p, 

Or, dans la spirale logarith- 
^ ^ mique, p étant constant, puis* 

que tang;ut = — j on a ^r s= d9. 




Par suite 



fis 



fis I : 

,» = — = rv'i + /w', 



comme on l'a déjà trouvé ( n" 257, a°). 



ï. 16 
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COURS U ANALYSE. 



VINGT-TROISIÈME LEÇON. 

o 

Des courbes à douhle courbure, — Équations de la tangente. — Angeles de 
la tangente avec les axes de coordonnées. — Plan normal.— Différen- 
tielle d'un arc de courbe.— Limite du rapport d'un arc h sa corde. 



ÉQUATIONS DE LA TAUTGEIfTE. 

265. On appelle courbes à double courbure celles dont 
tous les points ne sont pas dans un même plan. 

Une courbe à double courbure est représentée, comme 
on sait, par deux équations 

(0 /(«r,/, 3) = 0, 

(a) fC-'-jr, «) = o, 

qui appartiennent à deux surfaces dont cette courbe est 
l'intersection. 

On choisit ordinairement pour surfaces auxiliaires des 
cylindres parallèles aux axes , et alors la courbe est re- 
présentée par deux équations dont chacune ne renferme 
que deux variables. 

266. Pour obtenir les équations de la tangente à une 



Fig. 5i. 




courbe au point M , nous cher- 
cherons d'abord les équations 
d'une sécante MM'. Soient a?, r, 
z , les coordonnées du point M, 
et x-^ùiXy y-i-Ay-y z-i-ùz, 
cellesdu point M'. Leséquations 
de la sécante MM' sont 



.^^y 



àz 



Y-r = ^(X-a:), Z-»=-(X-x), 



dx 



ùkX 



X, Y, z étant les coordonnées courantes. 
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Or, si le point M' se rapproche indéfinimeat du point 
M, la sécante MM' devient à la limite tangente à la courbe 

au point M, les coefficients angulaires — ? — tendent 

vers ;7* et — > et 1 on a , pour les équations de la tan- 
gente, 

Dans ces équations, ~ et --- sont les dérivées dej" et 

de z par rapport à x\ en les divisant membre à membre, 
on a pour Téquation de la projection de la tangente sur 
le plan yz , 

La forme de ces équations montre que la projection de 
la tangente sur chaque plan coordonné est tangente 
à la projection de la courbe sur ce plan, ce qui résulte 
d'ailleurs de ce qu'au moment où le point M' se réimit 
au point M, le point P' se réunît au point P. 

267. Les coefficients différentiels -r- «t —- s'obtiennent 

dx ax 

par la différentiation des équations { i ) et (a) , qui donne 

j dx dy dx dx ilx 

(«) [ 

] d^ df dy d(f dz 

elx dy dx dz ttx 

dy 
En tirant de ces deux équations les valeurs de ~ et de 

— ? et les substituant dans les équations (a) , on aurait 

€ix '■ ^ ' 

les équations de la tangente. Mais il revient au même 

i6.. 
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d' éliminer "t- et — entre les quatre équations (a) et (a). 
Or de (a) on tire 

dx X — .T dx X — X 

Substituant ces valeurs dans les équations (a), on a 
enfin 

On obtient donc les équations de la tangente en rempla- 
çant , dans les équations difTérentielles , 

dx djr dz 

les difTérentielles dx , dj el dz par les différences X — x^ 
Y-y, Z-z. 

ANGLES DE LA TANGENTE ATEC LES AXES. 

268. Supposons maintenant que les axes soient rectan- 
gulaires , et nommons a , 6 et y les angles formés par la 
tangente avec les trois axes coordonnés Ox, Oj^ et Oz, 

Dans le trapèze MPP' M', dont les côtés parallèles sont 
MP = ^ et M' P'= « + Az , menons MH parallèle à PF. 
Soit y' l'angle MM' H , c'est-à-dire Tangle que la sécante 
MM' fait avec Taxe OZ. Le triangle rectangle MM'H 
donne 

, ^z àz 

ces 7 =" 



M M' y/ A x' -h A J' 4- A s» 
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Si t est la variable indépendante, on peut écrire 



cos 7 






s/ m' H^ï H".)' 



Or, quand M' vient se confondre avec le point M, la 
sécante devient tangente, y' devient y, et l'on a 



C0S7 = 



(iz 



V dt' ^ di' ^ dr 



ou bien 

dz 

cos = 7 



V' dx* H- dy' ■+- dz* 

Si dz est > o , c*est-à-dire si z croit avec la variable 
indépendante t , on a cos 7 ^ o et y <^ - ; si , au contraire, 

dz est <^ o , on a cos 7 < o et 7 ^ — 

On trouve de même cos « et cos (3 , de sorte qu'en ré- 
sumé, les trois angles cherchés sont donnés par les for- 
mules 

dx 



(c) 



Si Tare infiniment petit MM' est désigné par ds, on 
aura, comme nous le verrons bientôt (n" 272) , 



COS 6 : 


^ix' 


-h dj' H- dz' 
dy 


COS v 


v/"r7? 


+ r//» 4- dx' 
dz 




s/dx' 


^dy'^dz' 



ds =:s/ dx^'{- dy' -h dx% 



Digitized by 



Google 



246 COURS d'analyse. 

et les formules précédentes deviendront 



(d) 



dx 



ces 6 = -f^ î 
ds 



tlz 
ces 7 =r -r- 
' ds 



PLAN NORMAL. 

269. Le plan normal à la courbe CM est le plan per- 
pendiculaire à la tangente MT, mené par le point M. En 
nommant X , Y, Z les coordonnées courantes, l'équation 
de ce plan sera de la forme 

A (X — x) -+. B (Y — r ) -+- C (Z — 2 ) = o- 
Les équations de la tangente MT étant 



^~^ = £(^~^)' ^-' 



dx 



(X-x), 



pour que le plan soit perpendiculaire à cette droite, îl 
tant que Ton ait 

B _ £/r C dz 



dx A dx 



ce qui donne pour ^équation du plan normal 

(c) (x — x)rf2?-f.(Y — jr)^r-f-(z — z)rfz = o. 

270. Voici un autre moyen d'obtenir cette équation. 
Soit N un point quelconque de ce plan, appelons X, 
Y , Z ses coordonnées, et a', j3', y', les angles que fait MN 
^« 5q. avec Içs axes Oo:, Oy , Oz. On a 

. X-or 




/ 



cos p'= 



' MN 
Y-j^ 



1/ 



cos y= ' 



MN 
MN 



Si a, P, 7 sont les angles quç fait la tangente MT avec 
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via'gt-thoisième leçon 
les axes, on a [formules (d)] 

dx dr 



^47 



cos a =: -7- > cos p = — - , cos 7 =r 



dz 



Or , cos TMN = cos a cos <x! -{- cos p cos p' -f- cos 7 cos 7'. 

D'un autre côié, on doit avoir cos TMN = o, puisque 
Tangle TMN est droit-, réquaiion du plan normal est 
donc 

X — j? dx Y —y dy Z — z€lz_^ 

ou ('K — x) ûfx -h ( Y — j) dy -H (Z — 2) ^3 = o. 

DIFFÉREJVTIELLE DE l'aUC d'uJNE «COURBE A DOUBLE 
COURBURE. 

271. Prenons, d'une manière arbitraire et en nombre 

quelconque, des points E, F,..., M, M', etc., sur Parc de 

^^- ^^* courbe CMD et considérons 

D le polygone gauche CEF... 

MM'... D, inscrit dans l'arc 

CMD. Je dis que le péri- 

H mètre de ce polygone tend 

vers une limite déterminée 
quand ses soounets se rap- 
prochent tous indéfiniment 
les uns des autres, eu même temps que leur nombre aug- 
mente jusqu'à l'infini; après l'avoir démontré, nous 
conviendrons de prendre cette limite pour la longueur 
de l'arc CD. 

Soient donc x, y, -s les coordonnées de l'un quel- 
conque des sommets M, et 0:4- Ax, y -h- Aj^, z 4- ùkz 
celles du sommet suivant M'^ on a 




MM'=s/A^^-f-û/'H-Az^=:Axi/n- (^) + (— )' 
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Donc, sî nous désignons par Pie périmètre du polygone, 



on a 



-2"v/'-(S)"-(H)' 

Si ùkX décroît iusqu à o, — et — tendent vers -r- 
•* ^ ^ Aj? Aj? dx 

et — » et Ton peut écrire 



v/-('if)"-(S)'-vMSHi)"- 

a étant une fonction qui s'annule avec Ax. De là il suit 
que 

Mais, d'a.près un principe démontré (n** 193), on a 

Um \^ aAa:= Q, 
donc 



Supposons maintenant que x soît la varîaWe indépen- 

^ ^ dy dz . ^ 

aante^ alors ;t- et —-> et, par suite, 

vRïHsr 

pourront être regardés comme des fonctions de x. Sous 
C€! point de vue, considérons, en coordonnées rectap^u« 
l^ires, la courbe <?/^qui a pour équation 



^-\/-(î)'-(r:y- 



Digitized by 



Google 



VINGT-TROISIEME LEÇON. 

Soient Og = a, Oa = i 5 on aura 



^9 



Or >^ Yùx a pour limite Tai- 
re efgh : donc la limite de P et 
Taire efgh sont exprimées par le 
même nombre. C'est ce nombre 
qui représenle la longueur de 
Tare CD. 

272. Soit maintenant arc CM = ^. Si Oq = x, on 
aura numériquement 

arc CM = aire emqg^ 
par conséquent 



9 i h ï 



ds == d (siire emqg) =: dx i/ i-i- (-^\ -H f ^ j » 



ou 



ds .= ^dx^ -i- dy-j- dz*. 



LIMITE DU RAPPORT D UN ARC A SA CORDE. 

273. On conclut facilement de là, comme nous Tavons 
déjà démontré pour les courbes planes, que la limite du 
rapport d*un arc à sa corde est Vunké. En effet, soit 
Tare MM'= A5, on a 

arc MM' A* Âx 



MM' 



Mais le numérateur et le dénominateur du dernier membre 



\/-(:-ir-(^)" 



ont pour limite commune l/i + l-jA -+- f ^ j : donc 



,. arc MM' 
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VINGT-QUATRIÈME LEÇON. 

Des sut/aces courbes, — Équation du plan tangent. — Équations de la 
normale. — Degré de l'équation du plan tangent.— Problèmes relatifs 
au plan tangent. — Suite de la théorie des courbes à double courbure , — 
Plan osculateur. — Angles du plan osculateur avec les plans coordonnés. 
— Normale principale. 



ÉQUATION DU PLAN TANGENT. 

274. Soit M (x, y, z) un point quelconque d'une sur- 
face représentée par l'équation 



(0 



/(x,^,3)=:o: 



on peut, par ce point, imaginer une infinité de courbes 
tracées sur la surface. Toutes les tangentes à ces courbes 
menées par le point M sont contenues dans un même plan, 
que nous appellerons le plan tangent de la surface, au 
point M. 

En effet, soit 

l'équation d'une nouvelle surface passant par le point M. 

L'intersection des surfaces (i) et 
(2) est une courbe CMD, située 
sur la surface (1) et dont la tan- 
gente MT au point M est, d'a- 
près ce que nous avons vu dans 
la leçon précédente, représentée 
par le système des deux équa- 
tions 




dx 



'fy 



(4) i^(^-')+g(^-^)-^S(^-')^ 
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Or Féqualion (3), considérée isolement , représente 
un plan, qui passera toujours par la tangente, quelle 
que soit cette tangente, puisque l'équation de ce plan ne 
dépend nullement de la fonction f • Donc toutes les tan- 
gentes menées à la surface, par le point M, sont conte- 
nues dans le plan (3), qui est le plan tangent à la sur- 
face au point M. 

ÉQUATIONS DE LA NORMALE. 

275. On appelle normale à la surface en M la perpen- 
diculaire menée en ce point au plan tangent. Cette droite, 
passant par le point' M (<^*9 /« ^)) ^ura deux équations de 
la forme 

X — X = a(Z — z), 

Pour déterminer a et i, remarquons que cette droite 
est perpendiculaire au plan tangent dont l'équation est 

ce qui exige que Ton ait 

dx' dt (fy' dz 

De là il suit que les équations de la normale sont 



|(X-,) = |,Z-.), 



équations que Ton peut mettre sous la forme 
X — .r Y -7 Z-a 



(c) 



c(f ^ £ 

dx dy dz 
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276. On peut donner à Téquation du plan tangent et 
à celles de la normale une autre forme. En regardant z 
comme une fonction de x et de^, appelons p el q les dé- 
rivées partielles de z par rapport à a: et à j^, c'est-à-dire 
posons 

dz dz 

En diilerentiant l'équation 

f[^y r> z)=o 

successivement par rapport à x, puis par. rapport à y, on 



aura 



d'où l'on tire 

dx' dz df'dz 

Alors, l'équation du plan tangent (a) pourra se mettre 
sous la forme 

^{X~x)-h7(Y-r)-(Z-^) = o, 

ou encore 

{d) Z-2 = />(X-x)H-^(Y-jr), 

et les équations (i), qui représentent la normale, devien- 
dront par la substitution 

nSGRÉ DE l'équation DU PLAN TANGEJNT, PAR RAPPORT 
AUX COORDONNÉES DU POINT DE CONTACT. 

277. Nous avons vu que le plan tangent a pour équa- 
tion 

dx dy dz dx dy dz 
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Si l'équalîon de la surface est algébrique et du degré m, 
■tf »/• »/• 

les dérivées -7-» -—? -r sont des fondions algébriques du 
dx dy az ^ ■* 

degré [m — i) . Le premier membre sera donc une fonc- 
tion du degré (m -^ 1) des coordonnées du point de con- 
tact. Quant au second membre , il semble être du degré 
m par rapport à ces coordonnées \ mais on peut le réduire 
au degré. iw — i, en tenant compte de l'équation de la 
surface. 

En effet, soit 

u représentant la somme des termes du degré m , «t celle 
des termes du degré m — i , m, celle des termes du degré 
m — 2, et ainsi de suite : on a 





du 


dui 
d^ 


dUi 




du 


du, 


dU2 

-^dp- 


dz 


du 


du y 

"dz 


du. 



En multipliant ces équations respectivement par x , y 
et z , et en ajoutant les résultats , on aura 

df df df I du du du\ 

'^Tx'^^Tr'^'Tz^KTx-^^Ty'^'Tz) 

(dui dux dux\ ( dUi dUi duA 

-dl-^^dF^'dl)-^['dI^^dy-^'dl)+- 

ou, d'après une propriété des fonctions homogènes 
(nM69), 

df df df / X / X 

*dx dj dz 

= w (m -h II, + «3-f-...) — «i — 2 /ij— 31I3 — . . .. 
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Mais le point {^yj^z) étant sur ]a surface, on a 

" 4- «1-4-//J-+-. . . = o; 

donc l'équation précédente devient 

àf df df 

rt.r '' dy dz 

Il en résulte que l'équation du plan tangent se réduit à 

dx djr dz 

équation qui est du degré m — i au plus par rapport aux 
coordonnées du point de contact. 

PROBLEMES RELATIFS AU FLAN TANGEKT. 

278. Mener par un point [a^b^c) un plan tangent 
à une surface. On aura pour déterminer les coordonnées 
x^y^ z du point de contact^ les deux équations 

df ,d/ df 

^ ' dx dy dz 

Comme on a trois inconnues, le problème esl indéter- 
miné, ce qu il était du reste facile de prévoir. L'ensemble 
des équations (i) et (2) représente le lieu des points de 
contact. Les droites qui joignent le point (a, Z>, c) à ces 
différents points de contact forment un cône circonscrit à 
la surface, dont on obtiendra 1 équation en éliminant a:, 
y^ z entre les équations (1), (2) et les suivantes: 

^^. X--« Y~^ Z-r 

^ ' X — a y — z — c 

qui représentent l'une quelconque des génératrices. 

Si la surface proposée est du deuxième degré, la courbe 
de contact sera plane, car l'équation (2), qui est satis- 
faite par les coordonnées des points de contact, est alors 
du premier degré, et représente un plan. 



Digitized by 



Google 



VINGT- QUATRIÈME LEÇON. ^55 

279. Mener un plan tangent à une surface et parais 
lèle à une droite donnée. Soient 

X = «Z, Y=bZ 

les équations de la droite donnée : il faut que le plan tan- 
gent transporté à l'origine, et dont l'équation est alors 

dx dy az 

contienne la droite , ce qui entraîne la relation 

Cette équation représente une surface qui passe par tous 
les points de contact, et avec l'équation (i) » elle constitue 
la courbe de contact du cylindre circonscrit. 

Si l'équation (i) est algébrique et du m*'"*' degré, l'é- 
quation (4) sera du [m — i)*'"** degré. On en conclut que 
la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à une sur- 
face du second degré est plane. 

On aura, dans tous les cas, 1 équation du cylindre cir- 
conscrit en éliminante, j", z entre les équations (i), 
(4) et les suivantes : 

X — JT = « (Z — z) , r — 7 = 6 (Z — s) , 

qui représentent une droite parallèle à la direction don- 
née et passant par un point de la courbe de contact. 

PIAN OSCULATEUR. 

280. Soit CML une courbe quelconque dans l'espace. 
Soient M et M' deux points assez rapprochés sur cette 
courbe. La tangente MT à la courbe au point M et le 
point MMéterminent un plan. On appelle plan osculateur 
ce que ce plan devient à la limite , quand le point M' vient 
se confondre avec le point M. 
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On peut encore dire que le plan osculateur au point M 
^*^' ^* est le plan qui passe par le point 

** ^ "^ Met par les deux points m et M' 

-^ voisins du point M sur la cour- 
be, quand ces deux derniers 
** points viennent se confondre 

avecM. Cette définition s'accorde 
y avec la première, puisque la 

la ligne M m tend à devenir tangente au point M lorsque 
les trois points se rapprochent* 

281 . Le plan osculateur de la courbe au point M , dont 
les coordonnées sont x^y^ z^ devant passer par ce point 
aura une équation de la forme 

(i) A(X~ar)H-B(Y— j)-hC(Z— «)=o. 

D'ailleurs les équations delà tangente sont 

Comme cette droite doit être tout entière dans le plan 
osculateur, on doit avoir, quel que soit X ou (X ^- x) , 

A{X-x)H-B^(X-*)+C^(X-x) = o 
ou bien 

(3) À^-t- B^/-4-C</z = o. 

Soient maintenant x -f- A r , jr -f- Ay, z 4- Az les 
coordonnées du point M' : en substituant ces coordon- 
nées dans l'équation (i) à la place de X, Y, Z, on aura 

(4) AAjc-hBA j-hCA:^=ro. 

Or on peut considérer a: , y , i& comme étant des fonc- 
tions d'une certaine variable indépendante f , et si«, 6, y 
désignent des quantités qui s'évanouissent avec A^, on 
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aura 

dx A/» Id^x \ 
dt I . a \ <*' j 

dy Lf (d^x \ 

dz àt' fd^z \ 
dt 1.7. \ dt^ ' ) 

Par suite l'équation (4) devient 

ou bien, à cause de Féquation (3) , et en divisant les deux 
membres par - Af*, 

A la limite, a, 6, y s'évanouissent, et alors, en multi- 
pliant les deux membres par <£{', on a 



(5) A</»a:-f-Brf^/-f.C^»«=o, 

équation qui, jointe à Téquation (3), servira à déterminer 
A B 
C'C' 



A B . . 

les rapports p ' p- Eliminant B entre ces deux équations, 



il vient 

k{djed''x —dyd^x) -»- C[dzd^y — dydH) = o y 

d'où l'on tire 

A _ dyd^z -^dzd^y 
C dxd'^y — dyd^x 

I. 17 
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COURS 


d'inaltse. 


On aura 


de même 










B dzd 


^x^dxd'z 



C dxd}y — dyd'x 
1/un des coefficietits A, B, C étant arbitraire, je prendrai 

C = dxd^y — dyd^Xy 
d'où 

A = dyd^z — dzd'^y^ B = dzd'^x — dxd^z^ 
et l'on aura enfin, pour équation du plan osculateur, 

/ ( dyd^ z — dzd^y ) (X — x) 
(6) I -4- [dzd^x -^ dj:d^z){Y -- y) 

\ 'Jr{dxd^y-^dy<Px){Z — z) = o. 

Voici un moyen mnémonique pour retrouver cette 
équation -, on écrit les fractions 

dx dy dz dx 

d^' d^' l^z' d^' 

et Ton retranche chacune de ces fractions de la précé- 
dente : les numérateurs de ces différences sont respec- 
tivement les coefficients de Z — z , Y — j^ X — x. 

ANGLES DU PLAW OSCULATEUR AVEC LES PLANS COORDONNÉS. 

282. Soient X, jix et v les angles que fait avec les axes 
OX, OY, OZ, une perpendiculaire MP au plan oscula- 
teur, angles qui sont respectivement égaux à ceux que ce 
dernier plan forme avec les plans j^z, xz et xy. On a 

, , , A B C 

(a) COSA=r-, COSfA=--> COSV = --> 

en posant 
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c'esl-à-dîre 

D' = {djd'z — dzd' fY 4- {dzd^x — dxd^z)' 



283. La valeur de D' peut être mise sous d'autres for- 
mes : en eflfet, posons, pour abréger, 

dx-= Oy djr = by dz = Cy 

d*x = a\ d'd=b\ d'z = c'i 
on aura 

D> =r ( ^c' — rù'Y -H {ca' — ac'y + (ab' — W)», 

ou 

D' = ( fl» -h *» -j- c» ) (rt'» -h Ô'M- «r" ) -^ (flfl' 4- ^ô' H- !:£/ )». 

Or^ en appelant ^5 la différentielle de Tare qui aboutit au 
point M, on a 

ds^zndx^^-dx^-hdz^^za^-h b^-hc^ 

ce qui donne, en différentiant par rapport à la variable 
indépendante t , et divisant par 2 , 

dsd* s = dxd\v -^ dyd'x -h dzd' z= aa' -^ bb^ -\- ce'; 

il vient donc 

D>= ds'[(d'xY'^{d'xy-h {d'zY-'{d's'y]\ 

ou enfin 



( n ) D= ds ylUKxy -h ( d'yY + {d'zY— {d^Y' 

On peut encore écrire 

D = \l{dsd'x — dxd'sY-h {dsd}y — dyd^sy-^ {dsd'z — dzd'sy, 

ce qu'on vérifie en développant, ou bien 



(p) 



.=.V(iy-('iy-(f- 



Dans toutes ces expressions la variable indépendante est 
quelconque. 

17.. 
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NORMALE PRINCIPALE. 

284. On appelle normale principale celle qui est si- 
luée dans le plan osculateur. 

Cette droite doit être perpendiculaire à la tangente MT 
et à la normale MP. Or de Tidentité 

(i)-(iy-(â)"=" 

on déduit 

dx d.T. dy dy dz dz 

^ ' ds ds ds ds ds ds 

D'autre part , Téquation 

A^'.r-hB^^j-i- Cd'z = o 

peut s'écrire ainsi : 

d.T dy dz 

(2) A^— -+-Brf/4-Crf~=:0. 

^ ' ds ds ds 

Les équations (i) et (2) montrent que la droite qui fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportion- 
nels à 

A'' Aï .dz 

«-7-5 "-7-> "-T' 

ds ds ds 

est perpendiculaire à la tangente MT et à la normale MP. 
C'est donc la droite cherchée. 

Il résulte de là que les équations de la normale prin- 
cipale sont 



(3) 



^î^ dt d^-^ 

ds ds ds 
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 

Courbure des lignes dans l'espace. — Cercle osculateur. — Rayon de tor- 
sion ou de seconde courbure.— Application des théories précédentes à 
Vhélice. — Équations de l'hélice. — Tangente. — Rayon et centre de 
courbure. — Lieu des centres de courbure.— Plan osculateur et angle 
de torsion. 



COURBURE DES LIGNES DAMS L ESPACE. 

285. On noixïxn.e angle de contingence, pour une courbe 
^^' S?- gauche, comme pour une 

courbe plane , T angle w 
que font entre elles les deux 
tangentes menées aux exli é- 
mités d'un arc MM' = A^, 
quidevientinfiniment petit, 
et courbure au point M , la 

limite vers laquelle tond le rapport —9 quand A 5 dimi- 
nue indéfiniment. Cette limite est représentée par —• 




L'inverse de la courbure, ou —9 est dit le rayon (h cour- 

bure au point M. Nous le désignerons par p, 

286. Pour évaluer w menons par le point O les droites 
ON et ON' égales à l'unité de longueur et respectivement 
parallèles aux tangentes MT et M' T'. Soient 



dx 
ds 



ds 



dz 
ds 



les cosinus des angles que MT ou ON fait avec les axes ou , 
ce qui revient au même, les coordonnées du point N; 
soient a', 6', d les coordonnées du point N'. L'angle NON 



Digitized by 



Googk 



^02, COURS d'analyse. 

sera égal à o). et Ton aura 

NN' == a ON sin i » = sl{a' — a)» -h ( ^ — ^)^ 4- (</ — c)S 

ou, puisque ON == i, 

2sin-« = ^A«'-|-A^*-f- ùc^ 
2 

En passant à la limite et remplaçant le sinus de Tangle 
- o) par cet angle lui-même , on aura 



d'où 



_ 1 _ /da* db^ de" 
r "* p "" V S^ "*" 5? "^^^ ' 

on aura donc, en remplaçant a^b^ c par leurs valeurs. 






quelle que soit la variable indépendante. 

287. A cause de la formule {p ) du n®283, on peut écrire 

En prenant deux des formes que l'on a trouvées pour D 
à l'endroit cité, on a encore 

ds' 

P = 



P = 



\/(d'xy -t- {d'xf -f- (d^'zy — (d'sY 

ds" 



^{dyd^z ^dzdyY-\- {dzd?x --dxd'zY'Jr [dxd^y-^ dyd^xf 
288. La normale principale MN fait avec les axes des 
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angles /, m, n dont les cosinus sont proporlionucls a 



dx 


4 4 


ds' 


ds' ds' 


ou eu conclut 




4 

^ ds 


4 4 

ds ds 

cos mz=z ù — — - j cos n = û 

^ ds ^ ds 



Or les équations de la normale MN sont 
X — or = R cos /, Y — 7 = R cos /w , Z ~ z = R cos // , 

R étant la distance du point M à un point quelconque 
(X , Y , Z) de cette normale. On pourra donc , en rempla- 
çant cos /, cos 71», cos n par les valeurs que nous venons 
de trouver , mettre ces équations sous la forme suivante : 

d— d^ d^ 

CERCLE OSCULATEUR. 

289. Si par le milieu de la corde MM' on mène un 
^^- ^8. pij^jj perpendiculaire à cette 

corde et qui coupe la normale 
MN au point G , ce point sera le 
centre d'un cercle passant par 
les deux points M et M'. Si le 
point M' se rapproche du point 
M, le plan NMM' tendra à se 
confondre avec le plan osculateur TMN , et le cercle de- 
viendra à la limite ce qu'on nomme le cercle osculateur 
à la courbe au point M. 

Je dis que le rayon de ce cercle est égal au rayon de 

, ds 

courbure p = — 
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En effet, Téquatioii du plan perpendiculaire mené à 
MM' par son milieu, est 

£ix(x — x — -Ax\ +Aj f Y— /— ^Aj j 

4-Âz(Z— -z A«|=o, 

ou 

(X — jt) Ax + (Y — r) Aj + (Z — z) A3 = i (A x'H- Ar»4- Az'}. 

Si l'on élimine X — a:,Y — y^Z — z entre cette équa- 
tion et colles de la normale (a) , on aura 

/d± d± d^ \ 

_ I ^ ds ds \ \ , ^ • . ,x 

mais si l'on regarde x , j^ et z comme des fonctions de j, 
on a 

A- \ 

dx Ls" \ ds I 

ld± \ 

dy Ls \ ds ^1 



dz A.v' 

A2 = A.Î —H 

ds 9. 



(^*.). 



a, 6, y étant des quantités qui s'évanouissent avec A5. 

Substituant ces valeurs dans l'équation précédente, et 
supprimant les termes qui contiennent A^ en facteur, 
termes dont la somme est nulle, on aura 



«'[(5) - (5) - (I) -4--]=^^^ 



-f-As- 
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et en passant à la limite 

pX-,XlimRr= I 

ou 

lim R =7 p. 

Ainsi le rayon du cercle osculateur au point M est 
. égal au rayon de courbure en ce point. C'est pourquoi 
le point K, limite du point G, sera dit indifféremment 
le centre de courbure ou le centre du cercle osculateur. 

290. On prouve d'une manière semblable que l'inter- 
section de la normale MN avec le plan normal à la courbe 
passant par le point M' est encore, à la limite , le point K, 
ou le centre d« courbure. 

En effet , l'équation de ce plan normal est 

. (dz ^dz\ ,„ 

En remplaçant X — .r, Y — /, Z — z par leurs valeurs 
tirées des équations (a) de la normale principale, 

rfj d± df 

(a) X-x = Rp — , Y-r=Rp — , Z-.= Rp— % 



ds' ^ ^ -"l- ds' ' dl 



on aura 



[dx dy dz I 

ds \ds ^ ds) ^ ds \ds ds) ^ ds \ds^ ds) ^ 

dx dy dz dx dy dz 

= A^— -h Aj-f-H- Az-j- -f AjcA— + AjA -^ + AzA--. 
ds ds ds ds ds ds 

Cette équation se simplifie beaucoup au moyen des 
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remarques suivantes. D'abord on a 

dx dx dy dy dz dz 

ds ds ds ds ds ds 

et il reste , en divisant par A5 , 

( d— A— d"^ A^ rf — 
ds ds ds ds ds 




^ \ ds as ds as ds 

ùkx dx ^Y dy ^zdz ùlx dx Ar dy Az dz 
As ds As ds Asds As ds As ds As iis 

Si l'on observe que 

(-§)■ (^'i\ (^î) . 

la limite du premier membre sera -UmR. 
D'ailleurs la limite du second membre est 

, (ï)'-(i)'-e)' 



On aura donc 



ou i. 



~limR=i ou limR=:p, 

P 



ce qu'il fallait prouver. 

291 . D'après cela , on peut regarder le centre de cour- 
bure au point M comme étant l'intersection du plan 
osculateur en M, avec les deux plans normaux, menés 
par le point M et par un point infiniment voisin. 

Pour obtenir les coordonnées $ , >3 et ^ du centre de 
courbure K, il faudra, dans les équations de la normale 



h'J^ 


^± 


4' 


ds 


ds 


^ ds 


" ^p ^' 


Y^r-Rp ^,, 


^ ds 
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remplacer X , Y, Z par Ç, >7 , Ç. En observant que R de- 
yîent alors égal à /9, on aura 

rf^ d± d± 

ds ds ds 

équations qui donneront J , yj et f en fonction de» coor- 
données du point M. 

ANGLE DE TORSION. RAYON DE SECONDE COURBURE. 

292. Soient a, A, c, les cosinus des angles que fait avec 
les axes la perpendiculaire au plan osculateur en M. Si 
Ton appelle 4> Fangle de ce plan et du plan osculaleur 
voisin, on aura, comme au n** 286, 

2 sin - * = i/Aa'-h A^'-h Ac». 

2 

Si l'on passe à la limite, et qu'on appelle (p ce que de- 
vient 4>, c'est-à-dire l'angle de deux plans osculateurs in- 
finiment voisins, on a 

f = yldà" ^db-'h de' 
ou 



(f = ^{dcos^Y-h {dcosii-Y -h (û?cosv)% 

1, ^ ei V étant les angles que fait avec les axes OX, OY 
et OZ la perpendiculaire au plan osculateur de la courbe 
relatif au point M. On a d'ailleurs 

ces ^ = -:^ -^ 



COSpi = 



D 

dzd^x — dx(Pz 
D ' 

dxd}y — dyd'x 



D 



293. L*angle infiniment petit © , formé par deux pians 
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oscillateurs successifs, se nomme angle de torsion j et 
l'on appelle seconde courbure ou torsion le rapport de 
(f à ds. Sî Ton prend ds constant, cette courbure sera 
proportionnelle à Tangle (p. 

Par analogie avec ce que l'on a fait pour la première 

courbure, on représente le rapport T-par -» de sorte que 

ds 
r =s — 9 et l'on appelle r le rayon de la deuxième cour- 

bure ou rayon de torsion. 



DÉFINITION ET ÉQUATIONS DE l'hÉLICE. 



Fig. 59. 



i 



K 




294. Lorsqu'on enroule le 
plan d'un angle cab = a , 
sur un cylindre droit OABL, 
à base circulaire, de ma- 
nière que le côté ab vienne 
s'appliquer exactement sur 
la circonférence AB , la 
courbe suivant laquelle s'en- 
roule le côté ac se nomme 



une hélice. 



295. Prenons pour axe des x la droite OA qui passe 
par le point A, origine de l'hélice-, pour axe des y une 
perpendiculaire à Ox menée dans le plan de la base par 
le centre, et enfin pour axe des z l'axe du cylindre. 

Soient X = OQ, j = PQ , z = MP les coordonnées du 
point M. Nommons m la tangente de l'angle a, u l'angle 
AOP et R le rayon du cylindre. Nous aurons 

[a) .r = Rcosi«, j = Rcosa, z = rtiKu, 

car z = mp = pa tanga = arc AP X tang a = w R a. 

En éliminant u entre les équations («) , on aura pour 
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les équations de Thélice ; 

mi\ mil 

mais il vaut mieux conserver les trois équations (a) avec 
la variable auxiliaire u. 

ÉQUATIONS UE LA TANGENTE A l'hÉLIGE. 

296. Les cosinus des angles que la tangente MT au 
point M (x, y y z) forme aivec les axes, sont T"> ^' ^' 
Mais 

d.T z= — R sin udu , dy =zYi ces udu , dz ^rim'Rdu^ 



on a donc 


ds 


= R 


V^i-hm'rfa 


) 








dx __ ^ 


sintt 


ds 


COStt 


dz 


m 






^•^ V^i-Hiw» 


V^i H- m» 




La forinuL 


dz 

r\ — — _ 


m 


— rz: sin Cf. 


montre 


que 


la 


tan - 


ds 4) 


^-*. 


m* 





gente MT ybiiC avec les génératrices un angle constant 
égal au complément de a, et, par suite, que V angle 
qu^ elle fait av^ec le plan de la base du cylindre est aussi 
constant et égal à V angle a. 

^ dy cosie 1 

On a ^ — 



dx sin u tang u ' 

Or -j- est le coefficient angulaire de la droite PT, et 

dx ^ 

tangu est celui de la ligne OP. Donc ces deux droites sont 
perpendiculaires entre elles •, donc la projection de la tan- 
gente à l'hélice sur le plan xy est tangente au point P à 
la base du cylindre. 

RAYON ET CENTRE DE COURBURE. 

297. Le rayon de courbure au point M est donné par 
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la formule 



Or, des expressions trouvées au numéro précédent, ou 
déduit 



ds costt 


4 

ds 
ds — 




4' 

sma fi^f 


ds ~" ~R(i-|-/w')* 


R(i-+-/w»)' ^/.v ""^ 


Par conséquent 










I 




= R(H-m'). 


' ,/cos= 


' u ■+- sin' 


££ 



Ainsi le rayon de courbure a la même valeur pour 
tous les points de Vhélice, 

Î298. La normale principale à l'hélice au point M forme 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnel s 

à d -r-j d-j-t rf-r-j ou bien à cosa, sin u et o. Donc cette 
ds ds ds 

droite sera parallèle à OP, et, par suite, le rayon de cour- 
bure est dirigé suivant le rayon du cylindre. La droite 
MN perpendiculaire à l'axe et la tangente MT détermi- 
neront le plan osculateur, et si Ton prend NK = /n*R, 
K sera le centre de courbure de l'hélice pour le point M. 

299. La droite MN, lorsque le point M se meut sur 
Thélice , décrit une surface conoïde appelée hélicoïde * 
gauche. Le plan NMT est tangent à cette surface au point 
M, puisqu'il passe par la génératrice rectiligne MJV et 
par la tangente MT à l'hélice placée sur cette surface. 
Pour avoir l'équation de cette surface, il sufBt d'éliminer 
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Il entre les équations 

z=r/»Rw, ^ = .r tang u , 
qui représentent la droite MN. On obtient ainsi 

Comme d'ailleurs le rayon de courbure a une valeur 
constante , toujours plus grande que le rayon du cylindre, 
il en résulte que le lieu des centres de courbure de Z'Aé- 
lice est une autre hélice du méine pas^ mais située en 
sens ini^erse, 

PLAN OSGULÀTEDR. ANGLE ET RAYON DE TORSION. 

300. On a 

dx = — Ksïn udu, djr = 'R cosudu^ dz =z mKdUy 
d^x = — Rcosudu"^, d^yzrz — RsinMc/<e% d^zz=o. 
On aura par suite 

dxd'x — dyd^x=^Vi^du\ 

dzd^ X — dxd^z = — mB^cosudu^. 

dyd'^z — dzd*x= /wR* siiiudu^^ 

Alors Téquation du plan osculateur sera, en divisant par 
le facteur commun R' rftt*, 

m sin tt (X — x) — m cosu (Y — 7)-f-Z — z = o. 

301 . Si l'on appjplle (f l'angle de torsion , on sait que 

(p=: ^{dcOSiy-^ (ûfcOSft)'-h (fi?COSv)% 

X , (X, V étant les angles que fait avec les axes la perpendi- 
culaire élevée par le point M au plan osculateur. Or on a 

I m ces u m sinu 

ces V = - , CCS ft = '— ? cos A == 



m^' v^i-f-w* \/n-- 
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d'où résulte 

msinudu , ^ mcosudu 
rfcosv = o, aco»pt= — p==-> dco&\== 

Donc 



/m} sin' « m* ces* a , /w </a 

^. y 1-4- m' H-/»» y/, 4-»,»' 

: R Vi + /«•' c/a = 



Par conséquent la seconde courbure, aussi bien que la pre- 
mière, est partout la même dans l'hélice. 
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VINGT-SIXIÈME LEÇON. 

Notions sur les points singuliers des courbes planes» — Points d'inflexion. — 
Points multiples. — Points de rebrousscment. — Points isolés. — Points^ 
d'arrêt, -joints anguleux . 



points singuliers des courbes planes. — points 
d'inflexion. 



302. On appelle points singuliers d'une courbe des 
points qui offrent quelque particularité remarquable, in- 
dépendante de la position de la courbe par rapport aux 
axes de coordonnées. Dans ce qui suit , il ne sera ques- 
tion que des courbes planes. 

Ayant déjà parlé des points d^inflexion (n^ 203) , nous 
allons seulement en donner quelques exemples. 

303. Soit d'abord la sinusoïde 

j = sin .r. 

Pour x= o , et en général pour x ::^ zh mit ^ m étant 
un nombre entier, on aty = o ^ par conséquent , la courbe 
rencontre l'axe des x en une infinité de points que Ton 
obtiendra en portant sur Taxe des x, à partir de Tori- 
gine et dans les deux sens, des longueurs égales à la 
demi -circonférence rectifiée. La courbe se compose d'une 
infinité de parties identiques, mais situées alternativement 
au-dessus et au-dessous de Taxe des x. Les ordonnées 
maximums et minimums , égales en valeur absolue, cor- 

respondent aux abscisses -<» — » — v- 

^ 2 2 2 

L i8 
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• = cos X , 



• =r — sin X, 



274 COtlKS d'analyse. 

De Téquation de la courbe on lire 

Fig, 60. dy 

di 

La seconde dérivée 
s^annule et «change de 
signe pourx = dz tti tt . Par conséquent les points O, N , . . . , 
où la courbe rencontre l'axe des x , sont des points d'in- 
flexion , et comme , pour x = ± ir/ tt , la première dérivée 
est égale à ± i , en ces points la tangente à la courbe est 
toujours inclinée de 45** ou de iSS** sur l'axe des x, 

304. Soit encore la courbe 

y = tang x, 

Pourx=oet,engénéral,poura:i=±:/n7r, onaj^=o. La 
^* 6* courbe rencontre donc l'axe 

des X à Torigine et en une 
infinité d'autres points équi- 

distants. Pour ar = -, r=«>, 
et si l'on fait a: un peu moin- 
dre que -, tang x sera 
très-grande et positive. Si l'abscisse est un peu plus grande 
que -5 tang x sera très-grande, mais négative. La courbe 
aura donc pour asymptote la droite dont l'équation est 
x = -. On voit d'ailleurs que la courbe s'étend à l'iafini 

des deux côtés de l'axe des j^, et se compose d'un nombre 
illimité de branches identiques. 
Par la différentiation , il vient 




dr 



dx cos ^ X 



dx-" ' 



7. cos j: sm x 
cos* X 



ssin^ 

— , 

ces' a: 
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et si Ton pose ^~- = o, on trouve que tous les points où 
la courbe rencontre Taxe des xsont des points d'inflexion. 

POINTS MULTIPLES. 

305. On appelle point multiple un point qui est tra- 
versé par plusieurs branches d'une même courbe. Le ca- 
ractère auquel on reconnaît un pareil point est qu'il ad- 
met plusieurs tangentes. Nous omettrons le cas où ces tan- 
gentes se réunissent en une seule. 

Voici un exemple assez général, où j" est une fonction 
explicite de x. Soit 

p 

- étant une fraction irréductible, dont le dénominateur 

p 
q est pair : le terme [x — a) [x — hy aura deux va- 
leurs réelles et de signes contraires , pour chacune des 
valeurs convenables de a:, ce que nous indiquons en fai- 
sant précéder ce terme du signe zt. 
On tire de cette équation 

7 ^ ^-i 

Pour jc = tf , ou a 

r = T(«), g=f(«)±(«-6)». 

Si l'on suppose a^b^ il y aura deux tangentes dis- 
tinctes : d'ailleurs, à des valeurs de x peu différentes 
de a , correspondent deux valeurs réelles et distinctes de 
y, qui se réduisent à une seule quand x= a: donc le 
point qui a pour coordonnées a: = a, y = y (a) est un 
point double. 

18.. 
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Mais si a est <^ A , — sera imaginaire , et il n'y aura 

pas de tangente en ce point. En efFet, pour des valeurs 
de X très-peu différentes de a , x — b étant négatif, les 
ordonnées correspondantes seront imaginaires; par suite, 
il n'existera pas de point de la courbe dans le voisinage 
du point considéré. Nous reviendrons plus tard sur ce 
genre de points singuliers (n^ 311 ). 

306. Supposons maintenant que l'équation de la courbe 

ne soit pas résolue par rapport hy. On en tire par la dif- 
férentialion 

. X df df dr 

dy 
En un point multiple de la courbe, -^ doit avoir plu- 
sieurs valeurs réelles et distinctes : mais l'équation ( 2 ) 

dy 
étant du premier degré par rapport à — » cela ne peut ar- 
river qu'autant qu^on aurait à la fois 

(3) 1^-0, f:=o; 

^ a.r. dy 

donc, pour avoir les points multiples, il faudra com- 
mencer par chercher les points dont les coordonnées vé- 
rifient les équations (i) et (3). 

Comme l'équation (2) se réduit alors 30 = 0, elle ne 

peut servir à déterminer la valeur de ^ • Il faudra re- 
courir à l'équation différentielle 

dV ^ ^ d-f dy ^ d-fldy\^ ^ ^^'^'330 
dx^- dxdy dx dy"^ Kd^j dy dx^ ' 
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# 



OU , puisque — - = o , 

supposons que les trois coemcients -j^) - — y- et -7-^ 

ne soient pas tous nuls, et que Téquation (4) donne deux 

valeurs réelles et distinctes de -7-: ces valeurs feront con- 

clx 

naître les directions des tangentes au point considéré, 
et montreront que deux branches de la courbe s'y traver- 
sent mutuellement : c'est donc un point double. 

Mais si trois branches de la courbe étaient venues se 
rencontrer en ce point, il devrait y avoir trois tangentes, 
et comme Téquation (4)5 qui n'est que du second degré 

par rapport à —-? ne peut donner trois valeurs de cette 

quantité, il faudrait que l'on eût en même temps 

dr y , 
Les valeurs de -7- s'obtiendraient ensuite en diiléieii- 
dx 

tiant Féquation (4). On voit comment il faudrait opérer 

si un plus grand nombre dé branches se rencontraient au 

point (a:, j). 

307. Comme exemple, soit la courbe représentée par 
l'équation 

j* = j:'(i — x'), ou bien j = dt^Vi — Jc'*> 

Cette courbe est symétrique par rapport à Taxe des x eih 
l'axe dès j^. Elle coupe l'axe dés x à Forigine et aux deux 
points qui ont pour abscisses a:=ietjc= — 1. 
En différen tiant l'équation de la courbe , on trouve 

ffx Jï — X' Jl—x' 



Digitized by 



Google 



^7^ COURS d'akalyse. 

Pour a: = o, les deux valeurs dey se réduisent à une 
seule qui est o. D'ailleurs, pour 
ce point, on a 

dx 

Ainsi Torigine est un point dou- 
ble. En ce point, les tangentes 

TT' et SS' divisent en deux parties égales les angles des 

axes. 

On trouve pour la dérivée seconde 




dy ^ v/ï — • 



— 2;rv^l — a 



d'y 
pour X = o , on a -7-j = o : ainsi Torigine est à la fois 

un point double et un point d'inflexion. 

POINTS TIE aEBROUSSEMENT. 

308. On appelle point de rebrous sèment un point où 
deux branches de courbe viennent s'arrêter, et où elles 
ont une tangente commune. Il faut, dans ce cas , que deux 
valeurs dey, réelles quand x est supérieure ou inférieure 
à Tabscisse du point , soient imaginaires quand x est in- 
férieure ou supérieure à cette abscisse , et, en outre, que 

deux Valeurs de -i- deviennent égales. 

Le rebroussement est dit de première ou de seconde 
espèce, suivant que les deux branches sont de deux côtés 
différents Ifig» 64) ou du même côté de la tangente qui 
leur est commune {Jig* 63). D'après ce que nous avons 
vu sur la convexité des courbes planes (n** 202) , l'es- 
pèce du rebroussement se reconnaîtra par le signe de 

d'y 

-r^ sur les deux branches, près du point en question. 
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309. Ainsi , soit la courbe 

p 

tf [x) et ^ [x] étant deux fonctions réelles et finies, pour 
des valeurs de x voisines de a; supposons la fraction 

- positive, irréductible et ayant un dénominateur pair- 

p 
Alors, pourchaque valeur dea:> a, le terme [x — û)^ ^ [oc) 
a deux valeurs réelles égales et de signes contraires, ce 
que nous indiquons par le double signe ± . 

Les deux valeurs de j^, réelles et inégales, pour x^a^ 
deviennent égales pour x = «, et imaginaires pour x<^a. 
Donc les deux branches de la courbe viennent se réunir 
et s'arrêter au point qui a pour coordonnées x=za^ 

/ = ?(«)• 

Reste à voir maintenant si , en ce point , les deux bran- 
ches en question ont la même tangente. Or l'équation de 
la courbe donne 

Si - est > I , à la valeur j? = a correspondra pour — 

la valeur unique ç' [a). Donc les deux branches ayant 
même tangente au point considéré, ce dernier est un 
point de rebroussement. 

Pour s'assurer si le point de rebroussement est de pre- 

mière ou de seconde espèce, on calcule 7-7' ^^ ^1^* 
donne 

Nous fercms ici deux hypothèses : i"sl l'on a 2 > o , 
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on aura pour x=f a, ^ = (p"{a). Ainsi, en admettant 

que (p'' (a) ne soit pas nulle, 

^"Y a le même signe sur les deux 

branches, et, par conséquent, 
la courbe offre un rebroussement 
de seconde espèce (Jig' 6'i), 

2°. Si, au contraire, on a - — 2 -^o, pour une valeur 

de X très- peu supérieure à a , le terme 

sera très -grand en valeur absolue, et il n'en serait pas 
de même des autres termes de -r-^ qui tous, excepté le 
premier, ç" (a:), convergent vers o, lorsque x tend vers a. 
Ainsi le terme (i) donne son signe à -7-^^ et comme ce 

F'g' ^^ terme a le double signe, il s'en- 

suitqu'aupointa:=a,y ==y (a), 
les deux branches sont situées de 
" partetd'autre delà tangentecom- 
mune. Dans ce cas, le rebrousse- 
ment est de première espèce (fig. 64). 
310. Soit comme exemple la courbe 

j = a:' ni j: , 
ou y =:x^{i±^x), 

A une valeur positive de x 
correspondent toujours deux va- 
leurs réelles de y qui deviennent 
égales pour x = o. La courbe n'a aucun point du côté des 
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abscisses négatives. Du côté des abscisses positives , elle 
a deux branches qui s'en vont à Tinfini , Tune du côté des 
ordonnées positives , Tautre du côté des ordonnées néga- 
tives : celle-ci , après avoir coupé Taxe des x au point 
dont l'abscisse égale i . 

Le rapport - a pour limite zéro quand a: = o , et lors- 
que a: a une très-petite valeur positive, les deux valeurs 
correspondantes dey sont aussi positives. Donc les deux 
branches ont la même tangente au point O, et sont si- 
tuées , près de ce point, du même côté de cette tangente. 
D'où Ton conclut que l'origine est un point de rebrousse- 
ment de la seconde espèce. 

On parvient encore à ce résultat au moyen des valeurs 

de-r et de -r^- On a 
dx dx^ 

-^ = 2x(llhv^) ± ;rr = 2X±-j: V^, 

dx 2 \x ^ 

d^y .5 3x» . i5 r 

d^^ ^ixslx 4 

dY d^ Y 

Pour X = o , on a -^ = o et -7-7- > o, d'où résulte en- 

dx dx^ '^ ' 

core que le point O est un point de rebroussement de la 
seconde espèce. 

POINTS ISOLÉS. 

31 1 . On appelle point isolé ou conjugué un point dont 
les coordonnées satisfont à l'équation d'une courbe, sana 
qu'aucune branche de cette courbe passe par ce point. 

Soit l'équation 

jr =±(x'- a) ^x — b, 

et supposons d'abord a<^b. Pour a: = t,onaj^ = o,ce 
qui donne un point 6 situé sur Taxe des abscisses. 
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Si X croît de b jusqu'à -+- oo , j croît de o à ±: op , 
Fig, 66. gj pQjj ^ ^jjg branche telle que 

MBL. Si l'on fait x < i , j^ est 
imaginaire, excepté pour x = a, 
car, pour celte valeur de x, 
- on a y = o. 

AinsilepointA(x=a,y=o) 
est un point isolé. 

Si l'on a a^fc, la courbe 
n'a plus de point isolé, parce que les deux valeurs de y 




Fis. 67. 



■/ 



y^ — 



un point double. 



sont réelles quand x est comprise 
entre b et, la. Pour x=a, les 
valeurs dej^ se réduisent toutes 
deux ào. Dex=:aàx = QO, 
■ y croit jusqu'à l'infini. 

On voit que , dans ce cas , le 
point A est traversé par les deux 
branches BCK, BDL : c'est donc 



POIKTS D ARRET. 



31 2. On appelle point d 'arrêt un point où une branche 
unique d'une courbe vient brusquement s'arrêter. 
Considérons la courbe qui a pour équation 



Pour X = o , on a ^ = 00 ; si Ton fait croître x jus- 
% 68. qu'à -H Qo , j^ décroît depuis 

H- 00 jusqu'à -f- I , ce qui donne 
une branche asymptote à l'axe 
des j^ et à la droite dont l'équa- 
tion est j'= I. 

Si maintenant on considère 
des valeurs négatives de x, la 



_>^. 
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valeur de y sera — j et pour x = o , on aura y=.o\ la 

? 
courbe passera donc à Torigine. L'ordonnée augmentera 
ensuite avec la valeur absolue de x jusqu'à la valeur 
j^ = I . On aura ainsi une seconde branche de courbe 
asymptote à la droite qui a pour équaliony = -h i, et 
s^arrêtant brusquement à Torigine en venant des x néga- 
tives. L'origine sera donc un point d'arrêt. 



313. 



Soit encore la courbe y = j— ^ • On ne peut pas 



donner à x des valeurs négatives, car alors log x serait 
imaginaire. Si l'on donne à x des valeurs positives et très- 
petites, l'ordonnée sera très-petite et négative, croîtra 
en valeur absolue avec a: jusqu'à x = i , et deviendra égale 
à — 00 pour x = i. On aura donc une branche de courbe (*) 
partant de rorigine, et qui aura pour asymptote du côté 

des y négatives la droite x=i. 
Si X croit à partir de i jusqu àoo , 
j^ devient positive, et cette or- 
donnée, d'abord très-grande, dé- 
croît indéfiniment jusqu'à zéro , 
ce qui donne la branche de 
courbe LM. Dans cet exemple, 
l'origine est un point d'arrêt. 

POINT SAILLANT OU ANGULEUX. 

314. Soit la courbe 





Fig. 


69. 




y 


K 


l 


> M 





\ 


A 


X 




\ 


S 





y- 



i-t-e" 



( * ) C'est par erreur que cette branche à été représentée tangente à l'axe 
des X, tandis qu'elle devrait être tangente à Taxe desr. 
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pour x = o, on ajrz^o. L'origine est un point de la 

courbe. Si maintenant, dans Pexpression -= 1 



i-he' 



on faitx = o, on a Iim- = o. Ainsi la branche OG a 
\K>ur tangente en O Taxe Ox. 

D'ailleurs , si Ton fait x = — z , d'où - = > 



Fiq. 70. 

y 




i + tf 
pour x = — -2=0, on a 



> 



lim-^: 



I. 



i" Donc la branche OH, située du cô- 
té des abscisses négatives, a pour 
tangente au point O la bissec- 
trice OT de Fangle des axes. 
Un pareil point O, où viennent se terminer deux bran-' 
ches de courbe, qui ont chacune en ce point une tan- 
gente distincte, est dit un point anguleux on un point 
saillant, 

315. La recherche des points singuliers exige que Ton 
examine avec soin la forme de la courbe dans les envi- 

rons du point pour lequel l'expression analytique de -~ 
présente une des particularités signalées dans cette le- 
çon; car il peut se faire que — soit constamment ima- 

gmaire près de ce pomt, et que-^ soit réel en ce point. 

Mais cette discussion , dans le cas où j est une fonction 
implicite de x, nous entraînerait trop loin. 
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CALCUL INTÉGRAL. 



VINGT-SEPTIÈME LEÇON. 

Définitions et notations.— Intégration d'une fonction multipliée par une 
constante. — Intégration immédiate de quelques différentielles simples. 
— Intégration d*une somme. — Intégration par parties.— Intégration 
par substitution. 



DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 

ê 

316. Étant donnée une fonction d'une seule variable, 
on peut toujours la considérer comme la dérivée d'une 
autre fonction inconnue, qui aura pour dilTérentielle la 
fonction donnée, multipliée par la différentielle de la va- 
riable indépendante. 

Soit f{x) la fonction donnée; je dis qu'il existe tou- 
jours une fonction qui a pour différentielle y (a:) dx. 

En effet, construisons la courbe CMD qui , en coor- 
données rectangulaires, a pour équation 

.r=/{x). 

L'aire de cette courbe comprise entre une ordonnée fixe 
quelconque CA et l'ordonnée 
MP qui correspond à l'abscis-îc 
variable a:, est une fonction dé- 
terminée de X, Or la différen- 
tielle de cette aire est ydx ou 
J (x) dx\ donc cette aire est 

une fonction qui sl/^x) dx pour différentielle, onf(x) 

pour dérivée. 

317. On appelle intégrale def(x)dx et Ton repré- 
sente par ff(x) dx une fonction dont la différentielle 







Fis. 


V' 
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.Jh^ 
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esif(x) dx. L'opération par laquelle on passe de la dif- 
férentielle d-une fonction à cette fonction, se nomme 
intégration» 

L'intégration et la dilTérentiation sont deux opérations 
inverses Tune de l'autre, de telle sorte que le signe d et 
le signe f se détruisent mutuellement. 

Ainsi on a 

dff[x)dx=f{x)dx, fdf(i:) = f{x). 

318. L'intégrale d'une différentielle donnée f(x) dx 
peut avoir une infinité de valeurs , car si Ion a une fonc- 
tion (f(x) doni f{x)dx soit la différentielle, en ajoutant 
à cette fonction une constante arbitraire, on aura une 
nouvelle expression 9 (x) -f- C qui aura la même diffé- 
rentielle. Mais il n'y en a pas d'autre, puisse deux 
fonctions ayant la même différentielle ne peuvent différer 
que par une constante. 

Ainsi l'intégrale générale def{x)dx est 

ç(x)-t-C, 

C étant une constante arbitraire. La figure rend bien 
compte de cette constante arbitraire; car si, au lieu de 
prendre CA pour ordonnée fixe, on prenait C'A', on au- 
rait l'aire C'A'MP qui surpasse CAMP de Faire- con- 
stante C'A' AC. 

INTÉGRATION d'uNE DIFFÉRENTIELLE MULTIPLIÉE PAR UN 
FACTEUR CONSTANT. 

319. On sait qu'un facteur constant a peut être placé 
PU dehors du signe de différentiation ; il en est de même 
pour l'intégration. 

En effet, on a 

dan = adn ; 



or 



I dau = au ,. a j du z=: au; 
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donc I dau z=z a 1 du^ ou I adn =z a j du ^ 

ou bien , en posant du z=f[x) dx^ 

j a/{x)dx=z a j/[x)djr, 

INTÉGRATION IMMÉDIATE DE QUELQUES FONCTIONS 
SIMPLES. 

320. La diflerentialion des fonctions simples x", 
a', etc. , conduit immédiatement à un certain nombre 
d'intégrales que nous réunissons dans le tableau suivant: 

x«dx= hC, 

/Î-4-I 

de*= e'dx,..,, lt''dx = e' -JfCy 

/a' 
a'dx = ' h C, 

^•^ r^x , 

X J X 

dûnx = cosxdx,..,, j cosxrf^ = sin^r -+- C, 

d cosx = — sin jrrfx,. . ., 1 sin xdx = — cos j: -f- C, 

dx r dx 

° cos*x J COS*JP ^ 

— dx C dx 

sin' jr J sm^x 

Si X est moindre que -? 

dx r dx . ^ 

aarc sin j:= -7=:= .•••» I -p==^ = arcsmx -hC, 

dx r dx 

tfarcros.r = 1 --=i = — are cosx H- C. 
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. deux valeurs 

qui semblent différentes^ mais^ comme 
arc cos x -h arc sm x= —* 

2 

on voit que les deux intégrales ne diffèrent que par une 

constante, 

dx C d.T 
rfarctangjr = jv» I == arc tangx -f- C. 

321 . Dans toutes ces formules , x peut être la variable 
indépendante ou une fonction quelconque de la variable 
indépendante. Par exemple, si, dans la formule 

on remplace x par y (x) , on aura encore 



/' 



322. La formule (i) devient illusoire quand on y fait 
« = — I : elle donne alors 



/ 



d.T I _ 
— ==--»- C. 

.r o 



rdx 
Gela tient à ce que I — est égale à la transcendante 

1 X , qui ne peut pas être représentée par une expression 
algébrique. Cependant un artifice de calcul permet de 

déduire de la formule (i) la valeur de I — 

En effet, si , dans cette formule , on retranche du se- 
cond membre la quantité constante ? ce qui n'en 

change pas la différentielle, on aura 



/ 
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Or, si Ton fait « = — i , la fraction ^^^^ devient- ; 

pour avoir sa vraie valeur par la méthode connue, il faut 
prendre la dérivée des deux ter mes par rapport à tz , et 
faire n = — i dans le quotient de ces dérivées, c'est-à- 

dire^dans -^ ce qui donne la:. On a donc 



/ 



— =1.7:4- C. 

JC 



INTÉGRATION d'uNE SOMME. 

323. Nous avons donné, dans le calcul différentiel, des 
règles pour différentier une somme, un produit de plu- 
sieurs fonctions , une fonction de fonction ; on en déduit 
des règles analogues pour le calcul intégral. 

Ainsi , de la formule 

d [u -\- V — z) =z du -{- dp — dzy 
on tire , en intégrant les deux membres , 

I </(«-+-«' — ^)= I du -{- j dff — I dzy 



ou 



= Cf[x)da: + Çff{x)d.T^ r^{.T)d.r. 

Donc V intégrale d'une somme de fonctions est la somme 
des intégrales des fonctions qui la composent. 
Par exemple , 



/ 



^ ^ , , A.r«+' B-r»-^' Crf-^' 
(A.r«-HB.r'»-hC.r>P4-... «^«^^ 1 H 



/ 



5 3 

.T 6 

I. 19 
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INTÉGRATION PAR PARTIES. 

324. Nous avons vu que u et i^ étant deux fonction» 
quelconques d'une même variable, on avait 

d.uv =^ nd'sr "^ vdn. 
Donc en intégrant, on a 

itv =z I udp.-h j vduy 

j udv=zuv — I vdu. 

Cette méthode d'intégration , par laquelle on ramène la 
recherche d'une intégrale j ufl^ k celle d*une autre in- 
tégrale I i^du^ est fréquemment employée. On Tappelle 

intégration par parties^ quoiqu'il fut peut être plus cor- 
rect de la nommer intégration par facteurs, puisqu'elle 
est fondée sur la décomposition du produit que Ton veut 
intégrer en deux facteurs. 

Exemples. 1**. I ^'cosj:^^:. 

On posera 

I .r' cos .Tdx = j j:^ d sin X = jg^ sin X — 2 1 x sin xdx^ 

j X sinxdx = — l Jcd cos x = — x cos x -h j cos xdx 

= — X cos X -+- sin j: -+- C. 

On aura donc, en substituant celte valeur dans la pre- 
mière égalité, 



/ 



X* co^œdx = x^ sin:r 4- 2 .r coso; — 2 sin j? H- C-. 



/ ^c'dx. 
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On a 

On ramène ainsi F intégration de x"* e' dx à celle de 
^m-i ^ jjQ.^ on ramènera de même cette dernière à celle 
de af^"^ e"" dx ^ et ainsi de suite; en sorte que, si m est 
un nombre entier positif, on sera définitivement conduit 

à chercher 1 e' dx^ qui est e^-f- C, et, par une suite de 

substitutions, on obtiendra l'intégrale demandée. 
En prenant m = 2 , on trouverait 



/' 



.r' ^€&r = <?* (a:'— 2X -h 2) -h C. 
3^. Ç\xdx, 



\ X étant le logarithme népérien de x. On trouve 

/(* dx 
\xdx=zx\x — ïx — z=.x{\x — i)-hC. 

INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION. 

325. Quelquefois une fonction différentielle /(jc) dx^ 
qui n'était pas immédiatement intégrable, le devient par 
un chaugement de variable. L'intégration est dite alors 
intégration par substitution. 

Ainsi, soit x^=<f{t): on ai dx = y'(^) dt^ 

et jf{x) dx = J/[q, [t)] ^' [t) dt. 

Exemples. 

I^. / (fl,r-h hy dx. 

On posera 



ax -^h ^=it. d'où dx ~ — 

a 
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Donc 

/i r 1 f"*"*"* 
^ ' aj am^i ' 

ou 

[ax -f- ^)'»<ir =: - ^ -^- — l h C. 

2®. Plus généralement, si Ton avait à trouver 

i f{ax+b)djn, 

on poserait <jrx -|- ^ = r, d*oii dx = — y 

et alors on serait ramené à - i f{t)dt. 

Sx^ dx 



3°. 



r Sx^ 

J 3x» 



1 

On se fonde ici, pour le choix de f , sur ce que le numé- 
rateur de la fonction différentielle est égal, à un facteur 
constant près, à la différentielle du dénominateur. On 
pose donc 

3x<-+-7 = /; d'où x^dx = — dt; 



12 



r 5x^dx r 5 dt 5 , 

J 3a?* -t- 7 J 12 f 12 * 

/5 x^ dr 5 

5^^=-l(3.:* + 7) + C. 

Posons 

V^flî-I- j:»= /, d'où a'-f-j7'=f2, xdx = tdi^ 
Par suite 
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5°. La même méthode conduit à rintégrale fréquem- 
ment employée 

J x^^px-hq^ 

lorsque les deux facteurs du premier degré dans lesquels 
se décompose x' -H px 4- </ , sont imaginaires, c'est-à- 

dire quand on a y — — > o . On a identiquement 
Si Ton pose 



l'intégrale cherchée devient 

1 r di I 

ou bien , en remplaçant t par sa valeur en fonction de or, 

/* dx 1^ 2 ^ 
= — =- arc tang * — , 4- C . 
x'-hp'x-i-q I P" P" 

Ce résultat peut se mettre sous une autre forme. Nom- 
mons a -{-^'^ — I et a — S V — i les racines imagi- 
naires de Téquation 

x^ -f- px -f- ^ = o . 
On a , comme on sait , 



2 



V^^^ 
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donc r intégrale en question pourra s'écrire 



dx I X — a 

j arc rang — h C 



6^ 



r d:r 



>ja — ha. 



on a 



Ç dx _ I r 



do: 






Soit maintenant 



par suite cm a 



r dx i \\/ h"^^ i r dt I . ^ ^ 

J z^ — f -j - =: — I ziz:--rarcsinf-4-Cy 

Jsla — bx' \la J \/i— f» s/bj )/i — i' sfb 



ou enfin 



— = -= arc sin J? i / - + € ^ 

s/a-bx' Sib V fl 
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VINGT-HUITIÈME LEÇON 

Intégration des fractions rationnelles . — Cas des racines simples. — Cas 
particulier des racines simples imaginaires.— Cas des racines multiples. 
— Cas particulier des racines multiples imaginaires. 



INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 

326. Soit proposé d'intégrer 

F [x) et/(.r) étant des fonctions algébriques entières de x. 
Si le degré de F (or) n'est pas nioindre que celui de 
f(x) par rapport àx, on peu t di vî ser F (a:) par/' (jr) jus- 
qu'à ce qu'on parvienne à un reste ç [x) d'un degré infé- 
rieur à celui de f(x)'^ appelons Q le quotient, on a 



-9 



et comme on sait obtenir i Qrfjc , on voit que l'intégra- 
tion demandée est ramenée à celle de l, , > où cp (x) est 
d'un degré inférieur à celui def(x). 



CAS DES RACINES SIMPLES. 

327. Nous allons donc nous occuper de chercher 

(f [x) dx 

soit m le degré de l'équation 

/(.r) = 0, 



/ 
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dont nous désignerons les m racines par a, i, c,. . ., k. 
Supposons d'abord que ces m racines , réelles ou ima- 
ginaires, soient toutes inégales. Cherchons à déterminer, 
si c'est possible , les coefficients A , B, C, . . . , K, de ma- 
nière que l'équation 



soit vérifiée identiquement. Il faut pour cela et il suffit que 
Ton ait, pour toute valeur de x, 

X — a X — b X — k 

lous les quotients —^ — -j — i — -^ etc., sont entiers ^ et les 

constantes inconnues A, B, C, etc., sont en nombre égal 
à m^ on pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant 
les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux 
membres 5 mais on peut les trouver par un moyen beau- 
coup plus simple et qui a l'avantage de faire voir que 
ces valeurs ne sont ni infinies ni indéterminées. 

Faisons a: = a dans l'équation (a); puisque les racines 

1 , . , /(x) flx) 

a^ b^ c^. , ,. k sont toutes inégales , — ^ — ^ ? ? • • • > 

X — X — c 

-, deviendront nuls. D'ailleurs — -^—^ devient -pour 
X — A- X — a o* 

x-=:a\ mais sa vraie valeur, d'après la règle connue, 

est f [a]. Donc 

ç(«) = A/'(«), d'où A=^. 

Cette valeur de A n'est pas infinie, puisque a étant une 
racine simple de f (x) ^ f [a) n'est pas nulle 5 elle est 
en outre différente de o si l'on admet, ce qui est toujours 

permis, que la fonction \^ '/ \ soit irréductible 
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Ainsi, en donnant aux constantes les valeurs finies et 
déterminées 

réquation (2) est satisfaite pour x = a^ x= b ^ etc. Il ' 
reste à faire voir qu'elle aura lieu pour toute autre valeur 
de X, Or si l'équation (2) n'était pas identique, comme 
elle est au plus du degré m — i par rapport à x, et qu'elle 
est vérifiée pour les m valeurs a,5,c,..., A, elle aurait 
m racines , ce qui est impossible. 

328. On peut encore parvenir de deux autres ma- 
nières à la valeur de — — - pour x = a, 
a: — a * 

1**. On a , d'après la série de Taylor, 

/( ^ ) ^ /^( « ) , /' (^) (x-«) ) /" (") (^-^)' ^ 

X — a X — a X — a 1.2 (jt — a) 

et comme y (jc) est un polynôme algébrique , entier par 
rapporta x, ce développement est limité; or, puisque 
f[a) = o , il se réduit à 

.r — fl ^ V / 1.2^ ^ 

et , par conséquent , pour x = a , 

2*^. M étant le coefficient de la plus baute puissance de 
X dan8/'(a:) , on a 

:^1^ = M (^ - 6) (a: - c ). . . (x - X- ) , 
X — a 

et , par suite , pour j; = a , il vient 
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329. La transformation (i) étant ainsi opérée, on a 
par conséquent 

On se servira de cette formule quand les racines a , i , 
c,.,., /î seront toutes réelles, et que les différences x — «, 
X — 5 , . • • ? ^ — ^ seront toutes positives : mais si a: — a , 
par exemple, était négative, il faudrait changer Â 1 [x — a) 
en A 1 (a — x), ce qui est permis, car on a 

^w ^dx dx 

d\ {a — x)-=z =: » 

a — X X — a 

A 1 (a: — a) représenterait dans ce cas une quantité ima- 
ginaire (n** 151 ). 

CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES. 

330. Si quelques-unes des racines de Téqua tion /*( a: ) = o 
étaient imaginaires, la transformation *(i) serait encore 
possible, mais le terme correspondant à une racine ima- 
ginaire dans la formule ( 3 ) se présenterait sous une forme 
imaginaire. Il faut alors opérer de la manière suivante : 

Considérons deux racines imaginaires conjuguées , 

a = a -h 6 V^ , ^ = a — 6 ^— 1 ; 

on aura 

/'(«) /'(a + Sv'-O 
G et H étant deux fonctions réelles et rationnelles de a 
et de 6. En changeant V — » en — y' — i, on aura 

n — r, / / ■. — Wi B I \ — ^ — " V • » 
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on a donc 

A B __ G H- H V^ G — H v^^ 

_ 2G(jr--a)— 2H6 
donc 

r/ A B \ . _ r 2G(^— a)fiar ^ 2g6rf3r 

Or 

/2H6rf.r „ /*— a\ 
r; — -- = 2 Harc tang ( — - — | • 

On en conclut que , dans ce cas , 

J \x^a x — b) 
=G1[ (a: --a)'-h 6'] — 2 H arc tang ( ^^ j -h C. 

De cette manière on aura opéré l'inlégration de la 

fraction rationnelle ],, , y si toutes les racines de l'é- 

quâtion/ {x) = o sont inégales. 

331. Exemples. 

^ (3 — !ix)dx (3 — 7.x)dx 

J?' — X — 2 (xH-i)(j: — 2) 

Posons 

3 — ajT A B 



X- — X — 2 X-i-I ^-♦-2 

En substituant successivement — i et -{- 2 à .r dans 
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^(jc) 3 — 2x 5 I -. 

777 — \ = ' on a A = — ^? B = — -• Par couse- 

/ (X) IX — I 3 3 

quent, 

(3 — iix)dx 5 dx i dx 



X* — X — 2 3^7-1-1 3x — a' 

d'où 



f{x) a'^x' 



Posons 



fl' — x^ X — a x-f-a^ 



ff(x) I ^ — I ^ t 

f [x] 2X 2fl 2a 

d'où 

/c/â: I I 
. = ^^l(^-a)-4- — !(* + «) 4-C, 
a' — a:' a fl "^ ' 2 a ^ 

OU 

r_^ = _L, ff:±f\ +c= i-i (c^ziiiV 

Ja' — x* 2fl\jr — aj na \ x -ha j 

30 (3x-4-7)</g 

2 a:' — 3 07 + 5 

Comme Téquation 2 x* — 3 jî -h 5 =: o n'admet que des 
racines imaginaires, nous allons opérer Tintégration 
directe de cette fraction sans la décomposer en la somme 
de deux fractions. 

La dérivée de 2X* — 3x4-5 est ^x — 3 : divisant 
3 a: -4- 7 par ^x — 3 , on aura 

3a?+7 3 37 

4a:-3~4 "^4(4^7 — 3)' 

et , par suite , 

^ 3" 

, ^ ^(4;,^3) + i^ 

3 .r 4- 7 _ 4 4 . 

ajr'' — 3 07 -h 5 20?^ — 3.r4-5 
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d'où 

J 2;r»— 3j:4-5"" 4 c/ a^' — 3jr-f-5 4 J 20:»— 3a: -h 5' 



ou 



Or on a 

Cette dernière intégrale est égale (n° 325, 5®) à 



4 4a:—3 

^arctaog-^-: 



on a donc enfin 



% 



J 2ar» 



ar + 7 )d!r 

3:p + 5 



= 5i(2a:'^3:r-h5) -h -^ arc tang ^=? 4- C. 
4 2v3i v3i 

4°. Plus généralement, si l'expression à intégrer est 

(M;rH-N)^ , , r 

~ r:; -f on la mettra sous la lorme 

(x — a )' H- 5' 

M 2(x — a) dx ,,, „, dx 



2(x — a)>4-6' ^ ^(x — a)^H-6 

Mais (n^' 325), 

/dv I 



J? — a 

i 5 
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donc enfin 






= --l[(^ — a)^H-6»]H g arctang— ^+C. 



CAS DES hagines multiples. 

332. Dans le cas où le dénominateur de ^ ' / , ■ admet 
des facteurs multiples , c'est-à-dire où Ton a 

/(;r)=M(.r — n)«(.r — ^)f(ar--c)ï... (or— k\ 

il est impossible de trouver des valeurs de A, B, €,.••? K.^ 
capables de vérifier l'identité 

<p(jc)_ A B 



y(a:) jc — a x — h 

En effet, si Ton réduit tous les termes du deuxième 
membre en une seule fraction , le dénominateur de cette 
fraction ne contiendra x — a qu'à la première puis- 
sance, tandis que ce binôme entre à la n'^"*'^ puissance 

dans y^(jtr), et que d'ailleurs la fraction ~ — r est sup- 

posée irréductible. 

Afin donc de découvrir le mode de décomposition pro- 
pre à ce cas, supposons d'abord 

f{x)'^{x^aY, 

On a, d'après la série de Taylor, 



-h 



(p(-')(û) 



1,2... (/? — l) 
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Ce développement ne s'étend pas plus loin parce que 
(f (x) , dans le cas onf{x) =: (x — a)", est au plus du 

degré n — i . Il résulte de là que Vr4 est décomposable 

en n fractions ayant chacune pour numérateur une con- 
stante, et pour dénominateur une puissance de x — a. 
Le problème est ainsi ramené à intégrer des fractions 

de la forme r-^* Cette différentielle pouvant se met- 
tre sous la forme j^ U^ on voit que son intégrale est 

— z TT nr-T si A est ^ I , et 1 (x — ^7 ) si A = i . 

333. Cherchons maintenant à opérer une décomposi- 
tion analogue à la précédente, dans le cas général , c'est- 
à-dire quand on a 

Soient A, Ai, Aj, As,. . ., A„«i , n coefficients assujettis 
à vérifier l'identité 

<P(^) _ A A. A„_. £(x) 

/{x) "~ (a? -~ «)» "^ (JF — «)«- "^ jca'^/,{xy 

^ (x) étant un polynôme rationnel et entier par rapport 
à X» Si Ton multiplie cette équation par f (x) et que l'on 
fasse passer dans le premier membre les termes qui con- 
tiennent A, Al, As,..., A„.i, on devra avoir, pour toute 
valeur de x, 

^(^) aM^L. A-IifL- A^^fL 

Maintenant en développant <f {x) suivant les puissance» 
de X — a, on aura 

.]? (a^ == (j» (fl) -h (p'(a) (x — a) + î-^ (.r — «)' -f-. . , . 
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On obtiendra fOur f[x) un développement analogue; 
mais comme a est une racine multiple de Tordre n^f[a)^ 
f (a),...? Z^""* («) sont nulles, et l'on a simplement 

^ ' 1.2. ..«^ ^ 1.2.3... (« 4- i) 

Substituons ces valeurs de y (j:) et de /*(a:) dans l'é- 
quation (i) : en ordonnant par rapport aux puissance 
de (x — a), le premier membre deviendra 



1 .2. 



L^ I.2...(/lH-l) I.2.../lJ^ ' 

Ll.2 1.2. ..(«4-2) 1.2...(/l-f-lj I.2..,/ïJ^ 



-h 



LI.2.../1 1.2. ..2/2 I.2...(2/I -f- l) J 



Or, comme le second membre est divisible par (x — a)", 
il doit en être de même du premier. Il faudra donc que 
les coefficients de toutes les puissances de x — a , dans 
le premier membre, jusqu'au coefficient de (a: — «)"""*, 
inclusivement, soient nuls. 

En égalant à zéro ces coefficients , on âura n équations 
du premier degré, qui donneront pour A, Ai , Aj..., A„_i 
un système unique de valeurs finies et déterminées, caries 
dénominateurs des valeurs inconnues sont les différentes 
puissances de/*" (a), et par hypothèse /*" (a) n'est pas 
nulle. 

334f. Ayant ainsi mis -^r— sous la forme 

^ A-r) 

A_ A, A,_, ^[x) 

(^ — û)» "^ (x — aY~' "^ • • • "^ .r — rt "^/ (jt)' 
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on mettra de même ^ ] { sous la forme 



(x — 6)P (jc — 6)/»-^ ^ * • • ^ x — 6 /,(jp)" 

yi (x) désignant le quotient de la division de^i (x) par 

(x — b)P. 

En continuant de la même manière , on finira par ob- 
tenir, pour ^j-^ 9 le développement 

A Al Aj|,^i 



[x — fl)" {x — fl)»~' X — a 

B . Bi , B^_i 



(x — b)P {x — by^' x--b 

(a' — cyt [x — cyt-^ X — c 



K 



X — k 

expression qui, multipliée par dx ^ sera très- facile à 
intégrer. 

La décomposition que nous venons d'effectuer ne peut 
se faire que d'une seule manière \ car, si les constantes A^, 
Ai , . . . , A„_i relatives à la racine a , par exemple, étaient 
susceptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver 
en commençant la décomposition par cette racine. Or 
on n'a trouvé qu'une seule valeur pour cbacupe de 

ces constantes. Donc la fraction T.; "; ne peut se décom- 

poser que d'une seule manière en fractions simples de la 
forme considérée. 

CAS PARTICULIER PES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES. 

335. Si quelques-unes des racines multiples de l'équa- 
tion f{x) = o étaient imaginaires , le développement 
I. ao 
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de jj— renfermerait des imaginaires que Ton pourrait 

faire disparaître en groupant d'une manière colivenable 
les termes relatifs aux racines conjuguées; mais il est 
plus simple d'opérer de la manière suivante. 

Soient a db j3 ^ — i deux racines conjuguées de l'équa- 
tion /(a:) = o , et « leur degré de multiplicité. Posons 

®(.r)___ Aa:-hB A,a:-f-B, 



A , B, Al , Bj , etc. , sont des constantes qu'il s'agit de dé- 
terminer; ^p [x) une .fonction rationnelle et entière de j?, 
et/, (x) le quotient de y (x) divisé par \_(x — a)' -h 6']". 
On doit avoir l'identité 

y {x) — {Ax 4- B)/. {x) — (A, X 4- B.) [(x — a)» -f- 6']/, (^) 
- (A,x4- B,) [( Jf — a)^ + 6]'/ (.r) 



- (A„^.:r -h B„^.)[(a:- a)»+ SM^-'/.t^) 

Los constantes A, B, A,, Bj, etc., doivent donc 
être choisies de telle sorte, que le premier membre de 
cette équation soit divisible par [ ( j: — a)' -h 6*]" 
ou, ce qui revient au même, de manière que, pour 
X =z a -\- 6 \J — I , ce premier membre devienne nul, ainsi 
que ses » — i premières dérivées. On aura ainsi n équa- 
tions , dont chacune se partagera en deux y car il faudra 
égaler à zéro la partie réelle et la partie imaginaire de 
chaque équation. 

Dans la première, tous les termes qui suivent le second 
contenant (a: — a)'-|-6' en facteur deviendront nuls pour 
a: r= a H- 6 y^ — i . Cette équation ne contient donc que A 
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et B , et <2omme elle se décompose en deux, on pourra 
ainsi trouver les valeurs de A et B. Quant à la seconde , 
elle ne contiendra que A, B, Ai , 61 , et comme A et B 
sont déjà connus, et que cette équation se sépare en deux, 
elle donnera les valeurs de Ai et de Bf. On obtiendra de 
la même manière les autres constantes. 

Ce calcul fait^on opérera ensuite la décomposition de 

3. en différents termes dont la forme, connue d'après 

tout ce qui précède, dépendra de la nature des facteurs 
binômes de/i (x). 

336. Le cas des racines imaginaires multiples conduit 
donc à intégrer des différentielles de la forme 

(Ax -hB)da: 

n étant un nombre entier et positif. Or on a identiquement 

[(:r-«)^-hS«]«~ j[(x-«)«^-6]»"^ j[(x~a)»-|-6f 
Si Ton pose 

(;c--a)'H-6^ = f, d'où !i (x -^ sf.) dx = dt y 
on a , lorsque u est > i , 

A 

tît, lorsque « = 1, 



/ 



^^=^. = .,I,._.,+e.]. 



Reste donc à déterminer 



/ 



(Aa-4- B)dx 
[(.r-.a)»+S'K 
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Pour cela , soit x — a =ëz ^ d'où dx = ëdz\ on a. 

/ (Aa + B)^.r _^ Aa4-B r dz 
[{a: — olY + e>]" "^ 6"^" J (I -f- z')"' 

en sorte qu'on est ramené à trouver 

dz 



c'est donc cette dernière intégration qui doit maintenant 
nous occuper. 

337. On a identiquement 

r dz _ r dz _ r_j^dz_ 

Mais 

/ z'dz _ 1 r ?. z dz 

et 

nzdz r I "j 

(n-^')""~' L""(/î-i)(n-z')"-J' 

par conséquent, en intégrant par parties, on a 

/z'dz z I r dz 

(l-f-a*)""" "" (2/1— 2)(l-hz')«-' "^2rt--3j (iH-z^)"-* 

Substituant cette valeur dans (i) , il vient, en réduisant, 

/ dz _^ z 2/?— 3 r dz 
(i-f. «»)- ^ (2 /i — 2) (i4- a»)»-' "*"2/i — 2j(i-h z»)»— ' 

Ainsi la recherche de / ; -r- est ramenée à celle de 

/; ~r — - : de même celte dernière serait ramenée à 

celle de / , rrr-i? et ainsi de suite, et comme n est 

un nombre entier positif, on sera finalement conduit à la 
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recherche de i ; qui est égale à arc lang x, L'inté- b '^o^ . 

grationde^^-^, et, par suite, celle de ^|^_^^,_^g,j„ se 

trouvera ainsi effectuée. 

/dz 
'. -r de la manière 

suivante. Posons 

t = arc tang z. 
On a alors 

dz dz dt ^ 

^""Tnh?' (n-z>)""~(n-z')»-'' 

or 

I . 1, X ^2 ... 

= ces'/ , d ou ■; n- = cos*"-'/ e// : 

par suite 

/' — li-— = / cos"»-»f«/r. 

On connaît différentes manières de parvenir à 
/ cos"*-"frff: 

une des plus simples consiste à développer cos*"~*f suivant 
les cosinus des multiples de t [n® 136, formules (i) et( a)]. 
On obtient ainsi un développement limité, et dont cha- 
que terme, multiplié par dt^ s'intègre très^facilemeu t. 
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VINGT-NEUVIÈME LEÇON. 

intégration des /onctions irrationnelles,^ Fonctions qui ne contiennent que 
des irrationnelles monômes. — Fonctions qui contiennent un radical du 
second degré..— Intégration des différentielleB binômes.— Cas d'inté- 
grabilité. — Formules de réduction. 



FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QUE DES IRRATIONNELLES 
MONÔMES. 

339. Une fonction qui ne contient que des monômes 
irrationnels est toujours intégrable. Amsi, supposons 
que l'on veuille obtenir 

(i -h yi — yjx^jdx 



f- 



f- 



i + Vi 

Cette intégrale peut s'écrire 

Or, si Ton fait 

«=^, d*oil </ar = 6<'£er, 
on aura la fraction rationnelle 

TTT^ ' 

ou 6^r( — f + £«-+-*•— r<-f-^— IH — I, 

\ l-hfj 

dont rintégrale est égale à 

3 6 fi 

— t'^+^^'-H*^— ^/*-+-2f9 — 6r+6arctangrH-C, 

et il ne reste plus qu'à remplacer t par \x. 
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340. On ramène au cas précédent toule fraction qui 
ne contient que des radicaux portant sur un même bi- 
nôme du piemier degré. Ainsi , soit à chercher 



/ 



[j:'+v/(a.r4-^)']^. 



je -H v^/ix -4- b 
On posera «j; -+- ^ = f*, d'où 



X = 



, dx=. , yj[ax -\- byz=^t^'^ 



a 



par suite on n^aura plus qu'à intégrer la fraction ration- 
nelle 

6 t^[[t'— by-^aW]dt 
a^ f« — 6 H- a/3 

FONCTIONS QUI CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND 
DEGRÉ. 

341 . Nous passons maintenant à F intégration des fonc- 
tions qui contiennent la racine carrée d'un trinôme du 
deuxième degré tel que a-^-bxàzx^: ce trinôme peut 
toujours être ramené h cette forme en faisant sortir du ra- 
dical le coefficient de x^ pris avec le signe -h. 

La méthode que l'on emploie consiste à transformer x, 
^a-hbxdtz x' et dx en fonctions rationnelles d'une nou- 
velle variable , de manière à ramener le problème à l'in- 
tégration d'une fonction rationnelle. 

Supposons d'abord que le terme a:', sous le radical , 
soit précédé du signe -h» On pourrait indifféremment 
poser 

^a -^ bx -^-x^zzz z±x-j 

prenons z — x: en élevant au carré, on aura 
a -^ bx z=z z^ — 2xz; 
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d'où 

3'— « 



(0 



•J 



. . a-i-bz-hz^ 

(2) v^ 4- ox -f- x' = z — j:= — 9 

.^. (^H-2a)2a— («* — g)2Z_ (g + 6Z"hg^)2flfe 

^^ (^-t-2z)* "" (^+2Z)^ 

La substitution des valeurs (i), (2), (3), dans la fonc- 
tion donnée, la changera en une fonction rationnelle de z, 
qu il sera dès lors facile d'intégrer. 

342. On peut encore, quand a est ;> o , poser 

^a 4- 6x H- 07* = ^ -{- xz; 

en élevant au carré et divisant les deux membres par x , 
on aura 

^-4-jp=:2Z^H- xz^'f, 
d'où 

(4) 

(5) 



QizJa — b 
x=z : — , 



/ i ; z^ Ja — bz-{- Jâ 



„, j («' v'â — 6z + v/«)2<fe 

^) '^''= (Tm^r 

343. Exemples. 



1". 



iv'- 



Employons la première transformation et posons 



^a H- ôo: -f- x' = z — X, 
D'après les formules (2) et (3), on aura 
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donc, en remplaçant z par sa valeur a: H- Va -+- io: 4- x* , 



on aura 



/ v/a+tx-Hx' = ' (^ + x + V« + *-+*') +C. 



Quand 6 == o, cette formule devient 
dx 



f 



1 (;p + ^a-hx^) •+■ C. 



a'». 









H- ^x -h a?» 



Il est facile de ramener cette intégrale à la précédente \ en 
effet , on a 






2V« + to-f-x» V«4-^a?4-a:* 



On voit que si le numérateur de la fonction proposée 
ait — \'X^ on pourrait immédia 
fonction. Pour cela nous écrirons 



était — \'X^ on pourrait immédiatement intégrer cette 



^û -h fta? + X* sja -^ bx-^ x* ^a-^bx -{- x^ 
donc 

r (gx^h)dx ^f ^\^'^'')^ ^(^_8à\ r dx 

J ^a-^bx-i-^^ .J )/a-\-bx'h x^ \ ^ ) J >/a -i-bx -h ^ 

^zgsja + bx-^x^-^- (A — ^|l i--{-x+ sla-^bx 4-x' j + C. 

344. Occupons-nous maintenant de l'intégration de 

f\Xy ^ a -j~ bx — x^j dx. 
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D'abord , si a est [> o , on peut employer la seconde 
transformation. On posera 

sla -^ bx — ;r» = ^ -H JTZ, d*où b — a; = 2zv^-f- xz^\ 

donc 

, . — b — 2.zsla 



(3) dx:= 



Va -f- ^^ — ^' = ' ■ — ; ^ 1 

2 (z' ^ — bz — sja) dz 



(^) 



(1+^7 



345. Il existe une troisième transformation qui permet 
d' intégrée 

/{x^ ^a -h bx±x^) dx 

quand les deux racines du trinôme a-h bx ±x* sont 
réelles (ce qui comprend le cas où x* et le terme constant 
sous le radical ont le signe — \ car alors les racines doi- 
vent être réelles, pour que le trinôme ne soit pas con- 
stamment négatif) . 

Supposons d'abord que le terme x* sous le radical ait 
le signe + : soient ce et 6 les racines réelles de Féquation 

a -^ bx -^ x^=zOf 
on aura 

a H- ^JC -h .r'= (.T — a) (.r — 6). 
Posons 

yfl -f- ^x 4- .r' = (.r — oc) z ou a + ^.r -H x' = ( .r — a)* z', 
il en résulte 

(x — a) (.T — 6)=(.r — a)'z% ou .k — 6 = (.r — a) z- ; 
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par conséquent, on a 



I— «' 



; ^ ^ (t—oiz' \ (6 — a)z 

^(i ^z')2«g</g4-(6 — dz^)iizdz 2(6-- a)z<fe 

Il faut modifier ces formules, quand le terme x* est 
précédé du signe — : on écrit dans ce cas 

fl-t-^ar — ar»= (^ — a) (6 — 0?). 

Posons 

^a -f- ^.r — .r* =: (jc — a) «, 
d'où 

6 — a: = (a? — a) «% 
et, par suite, on a 
(4 ) j: = r > 



^5) sja-^bx — j?' = (jî — a) 



(6— .a)2 



/^î\ j (1 +zM2aZ€&— (6H-a«')2Z£/r 7.{oL — ^)zdz 

(6) '^*= ^7qrïî)5 = (, + z«)« * 

346. On peut appliquer cette méthode à 

da: 






bac — .r' 

mais il est plus simple de ramener cette intégrale à 



On a 

dx dx 



sla-^-bx — x^ 



v/-l-('-^)' 
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Soit maintenant 



— x^rzt^ a-hj-^ ^'^" ^.r= — dt< a-^ y"» 



on a 

h — 2x 



arc cos - 



/ dx _ Ç dt 

Si a = o 5 



/ 



==: = arc cos -. h C. 



\l~bx^ 

347. Les méthodes précédentes permettent d'intégrer 
une fonction rationnelle 

/(a:, sJx-^Oy ^x -{- b)dxi 

qui contient des radicaux du deuxième degré portant sur 

deux binômes différents du premier degré. 

En effet, posons 

^x -f- a =z, 
d'où 

x = z' — a, ^x -h b z=: ^z^ — a H- ô , dx = 2, zdz. 



Par suite,/(j:, ^x -i- a, ^x -h b) dx devient une cer- 
taine fonction F [z, \Jz* — a -h i ) dz ^ qu'il est possible 
d'intégrer d'après les méthodes exposées dans cette leçon. 

IKTÉGRATIOIf DES DIFFÉRENTIELLES BINÔMES. — CAS 
d' INTÉGRAS ILITÉ. 

348. On appelle différentielles binômes, celles qui 
sont de la forme 

.r'"(fl 4- bx^)P dx. 

On ne diminue pas la généralité de cette formule , en 
supposant que m et n soient des nombres entiers^ si 
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l'on avait, par exemple, x^ Ka-^bx^) dxy on ferait 
x = z^^ d'où dx = 6 z'^ dz^ et la question serait ramenée 
à chercher l'intégrale de 6 z^ (a -I- bz^y dz^ différentielle 
dans laquelle les exposants de z , hors de la parenthèse 
et dans la parenthèse , sont des nombres entiers. 

On peut de plus supposer /i ^ o , car si Ton veut in- 
tégrer x"" [a'\- bx'^'Y dx^ il suffit de faire a: == - pour ra- 
mener cette intégration à celle de ^~'"~* (a -h bz")P dz^ 
où l'exposant de la variable , dans la parenthèse , est po- 
sitif. 

Quant à ;?, on doit le supposer fractionnaire. En effet, 
si p était un nombre entier positif, on aurait, en dévelop- 
pant (a + bx^y, un polynôme entier , et si ;? était entier 
et négatif, on aurait une fraction rationnelle; dans ces 
deux cas, l'intégrale s'obtiendra par les procédés qui ont 
été exposés dans les précédentes leçons. 

349. Pour trouver d'autres cas où la dilBFérentielle 
x"' (a -h bx^'Y dx puisse être intégrée, posons 

a -h bx" = z , 
d'où résulte 

La différentielle devient alors 



nb \ b ) 



m-hi 

1 



(h y 



et l'intégration pourra se faire si 



(i) = un nombre entier. 
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En eflFet, si la fraction p= -> en faisant 2 =r, on 

sera ramené au cas d'une fonction rationnelle. L'intégra- 
tion sera donc possible. 

On trouve un autre caractère d'intégrabîlité , en écri- 
vant la différentielle binôme sous cette forme : 

La condition qui vient d'être trouvée devient pour cette 
formule , 5 ou 

(2) h/> = un nombre entier, 

condition qui pourra être remplie , quand la première ne 
le sera pas. 

\_ 
Par exemple, pour la différentielle x* [a 4- bx^Y dx , 

on a 

3 "^3' 3 "^S"" ' 

et la deuxième condition d'intégrabilité se trouve seule 
remplie. 

RÉDUCTION DE l' EXPOSANT DE X HORS DE LA PARENTHÈSE. 

350. Comme il n'est pas possible, en général, d'inté- 
grer la différentielle binôme a:" (a -H bx'^Y dXy il faut la 
ramener à d'autres intégrales plus simples^ on y parvient 
au moyen de l'intégration par parties. On a 

I .r" (a -h bx^y eix=: I jc^-»-' {a H- ô.r»)P j:»-' dx = j udv^ 

en posant 

ia H- bj^)P-^' 
nb[p-^\) ' 
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et , par suite , 



(«)' 



1 af*(a -^ bx^)P dx 



cH-ôj:")/'+' /yi— .,14-1 r , , , , 
nb{p-\-i) nb[p'\~\)J ^ ^ 

La nouvelle intégrale contenue dans cette formule sera 
plus simple que la proposée lorsque m sera positif et > n , 
et que p sera négatif, car alors p -+- i aura une valeur 
absolue <lp. Mais on peut trouver une formule dans la - 
quelle l'exposant de x hors de la parenthèse soit seul di- 
minué. En effet, on a identiquement 

= ax^-'' (a -h bx")P -h bx^ (a -f- bx")P, 
Par conséquent, en intégrant on aura 

/ x^'^(a-i-bx^)P-^'dx=za jx"-^{a-^bx")Pdx^b fx^ (a-4^bx^)P dx. 
Substituant cette valeur dans l'équation (a), on aura 
/ x^{a-\- bx")Pdx 

m^ n -^ i ^ f* ^ 

Par suite, en transposant le dernier terme et réduisant, 

il x^{a-j-b.7c")P d.v 
- b{m + np^i) - b{m^np-^i) J •^-"(«+^^/^-. 

L'intégration de oT (a -h bx'')P dx est ainsi ramenée à 
la recherche de 

1 X'"-" ( n -I- bx" V (Ir ) 
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on fera dépendre celle-ci de 



f' 



et ainsi de suite, en sorte que si m est positif et plus grand 
que n , en désignant par / n le plus grand multiple de n 
qui soit inférieur à m , on sera ramené , après un nombre 
2 de réductions , à Tintégrale 



/"^ 



'■" {a -Jf b:xf)P dx„ 



Si Ton avait m — in = n — i , cette dernière intégrale 
pourrait s'obtenir immédiatement, car elle deviendrait 

.r"-' ( a -h bx^y d.T = ^-— I^^ ^ -f- C. 

Mais l'égalité m — în = n — i revient à =i-|-i, 

^ n ' 

c'est-à-dire que la première condition d'inlégrabilité est 
alors remplie. 

Lorsque »;? H- » -H i = o , le second membre de (A) 
prend la forme oo — oo , et cette formule devient illu- 
soire. Mais dans ce cas, comme \-p est égal à o, 

c'est-à-dire à un nombre entier, on retombe dans le se- 
cond cas d'intégrabilité , et Tintégrale peut s'obtenir 
directement. 

RÉDUCTION DE l' EXPOSAIS T DU BINÔmE. 

351 . Dans la transformation (A) la réduction a porté 
sur l'exposant de x hors de la parenthèse, tandis que le 
facteur {a -+- ix")'' ne changeait pas. On peut maintenant 
au contraire, laissant le facteur :r"* invariable, ramener 
la recherche de l'intégrale proposée à celle d'une inté- 
grale dans laquelle l'exposant de [a -h bx"y sera diminué 
d'un certain nombre d'unités. 
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En effet, comme 

x^ (fl -h bsr^y dx=: (a -^ bx^Y d > 

' ^ ^ m 4- I 

on aura, en intégrant par parties, 

i af" [a '\- baf^y dx 

Par cette formule , l'exposant du binôme a + ha^ a 
bien été diminué d^une unité, mais l'exposant de x hors 
de la parenthèse a été augmenté de n unités. Pour réduire 
ce dernier exposant, on change dans l'équation (A) m en 
m -h », et p en ;? — i ^ il vient 



(6) 



/' 



a^" {a -\- baf^y-' dx 

par suite, en portant cette valeur dans l'équation (6) , 

3if^{a-^baif'y d.T 



f' 



x^-^' {a 4- bx^y npjtf"*-' {a + bx^y 

/w-f-i (/w H- i)(iw -f-/a/?-i-i) 

/i/7(i7i4-i]a 



^^ i ^[a-^ba^y-'d.T, 



b [np H- m 
et, en réduisant, 

1 1 X"' {u -^ bx^y dx 

^ ^ \ ,1^' [a -^ bx'^y anp C , 

Au moyen de cette formule , on ôtera successivement 
de p toutes les unités que contient cet exposant. 

I. 21 
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352. La formule (B) deviendrait illusoire si Ton avait 
/î/? -f- /w -h I =r o : 

mais alors on retomberait dans le second cas d'intégrabî- 
lité, et l'intégrale cherchée s'obtiendrait directement. 

En résumé , l'emploi des formules (A) et (B) fera dé- 
pendre l'intégrale / x"" [a -+- bx^Y dx^ quand m est ]> o 
et ^ > o , de l'intégrale plus simple 



/ 



j.m-111 ( ^ ^ ha^)P-'' dx , 



in étant le plus grand multiple de w, inférieur à m, et /r 
la partie entière de^. 

Par exemple, on ramènera l'intégrale 



/ 



a:' ( fl -h bx^ y dx\ 



à / X [a -\- hx^Y dx ^ en la réduisant successivement, 
par la formule (A) , aux suivantes : 

et cette dernière , par la formule (B) , aux suivantes : 

/ ^(fl-h bx^y dxy / ^(« -hbx^y dx. 

FORMULES DE RÉDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS 
m Y.T: p SONT NÉGATIFS. 

353. Quand m et p sont négatifs, les formules (A) et (B) 
ne réduisent plus la différentielle binôme 5 mais on peut en 
déduire deux nouvelles formules , qui opèrent la réduc- 
tion dans ce cas. Occupons-nous d'abord de la réduction 
de l'exposant de x, hors de la parenthèse. 
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Pour cela, tirons de Féquation (A) la valeur de l'in- 
tégrale 1 ocT"" [a -h bx^y dx ^ ce qui donne 

I x"*-" (a H- bx")Pdx 

(,„ — „4.i)a i^m — n + \)aj ^ ' 

Ensuite changeons m — «en — m ou m en — m + n: 
nous aurons 

lx—[a + bx-)Pdx= -A i^ 

(c) ! -^ . ■ ('«-0« . 

1 (/n — i)a J 

Par l'emploi répété de cette formule, l'intégrale cher- 
chée pourra être ramenée à la suivante : 

dans laquelle in représente le plus grand multiple de n 
contenu dans m . 
Si l'on avait 

— /«-+-(/+ i)«=:« — I, 

la dernière intégrale deviendrait 

/, V , (a^bx^V-^' 
j^-« [a H- bx^Y dx = ,, \ - 4- C. 
nb{p + i) 

Mais comme on a 

= — / = un nombre entier, 

n 

on retombe dans le premier cas d'intégrabilité. 

21.. 
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354. Lorsque p est négatif, on tire de la formule (B) 



î' 



anp anp J 

Si l'on change dans ce résultat p — i en — p ou p en 
p -f- 1 , on aura 

[a 4- bs^y-P-^' 



/af^ (fl4- bx^)-P dxz= , . -- 

an[p-^i) J 

On voit que, si p est> i, l'exposant du binôme sera 
diminué d'une unité en valeur absolue , en continuant 
la réduction^ on finira donc par ramener cet exposant à 
être compris entre o et i . 

Quand p = i , cette formule devient illusoire , mai» 
ce cas est un de ceux où l'on sait intégrer. 

355. Une différentielle de la forme 

afl[ajf -\- bx'ydxy 

peut se mettre sous la forme x^'^p [a-\- bx*'~''y dx^ et 
Ton revient ainsi au cas d'une différentielle binôme. 

356. Les formules précédentes permettent d'int^rer la 
différentielle 



V'i — x^ 

qui d'ailleurs tombe toujours dans Fun des deux cas d'in- 
tégrabilité. La formule (A) donne alors 



/x^dx ___ JT^-'yi — Jc' m —ï r x^-^dx 



Digitized by 



Google 



VINGT-NEUVIÈME LEÇON. SaS 

En faisant successivement w==i, 3, 5,...,on aura 



d'où Ton tire 

J sji—x^ 

/a^dx Ix^ 2 \ / 

/x^dx /x* ix» 2./1 \ / 

et en général , si m est un nombre impair, 

JiZ-T^ L ''^ ('^ — 2}^ 1.3... /w J 

Si m était un nombre pair, on arriverait à la formule 

/x^dx 
\/7^x' 

L iw (tw — 2) m 2.4*0... m J' 

3.5 . ..(/w — 
2.4'6.. . m 



1.3.5. . . {/w— i) , _ 
^^ ^ arc sm x-hC. 
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COURS D ANALYSE. 



TRENTIÈME LEÇON. 



Intégration des /onctions transcendantes. — Fonctions qui se ramènent 
aux fonctions algébriques. — Intégrale de^nP^îr. — Intégration de 
quelques fonctions exponentielles et trigonométriques. — Intégration 
des produits de sinus ou de cosinus. — Intégration de sin"* x cos ** xdx. 



FONCTIONS QUI SE RAMENENT AUX' FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 

357. On ramène aux fonctions algébriques, par une 
simple substitution , les intégrales qui renferment sous le 

signe 1 une fonction algébrique d'une transcendante, 

multipliée par la différentielle de cette transcendante : 
telles sont les intégrales 

jf{e')e'd.T, jf[a')a'dx, j/(te)^, 
//(sin.)cos..., y>(cos.)sin..., 

/, ^ dx C r, s d^ 
/{arc sin^)-— =5 I /(arc tango:) iv- 

v/i— j:^ J i-f-x' 

Par exemple , si Ton veut obtenir 

dx 



J(te)- 



— > 

X 



on posera Ix = z^ d'où — = dz ^ et, par suite , 

/dx C z""^' 






ou / (\x)"— = ^-^ hC. 

n 4-1 
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INTÉGRALE DE Z'^Pdx. 

358. Cherchons maintenant à intégrer une fonction 
telle que z'^PdXj z étant une fonction transcendante de 
X. Posons, à cet effet, 

on a , en intégrant par parties , 
1 z" P rf.r = / z« rfQ = Q z» — « / z«-' Q dz , 

/ z"'"Qdz= / z"-'/^R=Rz"— — (« — i) j z^-^Kdz, 

I zr-'Kdz= I 2"-'^S= Sz"-» — {/i — 2) / z^-^Srfz. ..; 

par conséquent , on a 

(A) I z''Vdx = Qz" — «Rz"-' •+■/?(« — 1)83"-' 

La loi de ce développement est évidente. On voit que 
si n est un nombre entier positif, et si Ton sait obtenir les 
intégrales désignées par Q , R, S, etc., on aura ainsi l'in- 
tégrale cherchée 1 z"Pdx, 

359. Exemples. 

dz I 

' ^ dx X 

par conséquent 

^ m m} m^ 
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donc 



Si , dans cette formule, on pose lx = z, on aura 

J m\^ m m} J 

2\ / (arcsin^)'*ûte. 

Il faudra faire ici 

z = are sin a: , P = i . 

On aura alors 

Q= I Prfx=: X, 

/orrfj: / ; 

-7==— VI— ^% 

J VI — a:^ 

T= f 'Zl^ = \/i — ^\ 

et ainsi de suite ; la substitution de ces valeurs dans la 
formule (A) donnera , en groupant convenablement les 
termes , 

I (arc smxydx 

^_ ^, — .r' [/i3«-» — /i (72 — i) (« — 2)z"-'...]- 
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Lorsque n est un nombre entier positif, ces deux sé- 
ries se termineront d'elles-mêmes. 
Si Ton pose arc sina: =z, on aura 

^i — a?' = cosz, dx =z cos zdz , 

et la formule précédente deviendra 



z" cosz^z 



/ 

= sinz[z" — n{n — ijz^-'-f-ii (w — i) (w — 2 (« — 3) z"-*. ..] 
-h cosz [nz"-^ — n(n — i) (n — n) z'^K . .]. 

Cette dernière formule est d'ailleurs une conséquence 
d'une autre plus générale. On a, en intégrant par parties, 

//Wcos... = /(.)sin.-//'(.)sin.^. 

I /' [x) sinxdx z=z — /' [x) cos j: -h I /'' [x) cosxdx , 

/ /" (x) cos xdx =zf" {x) sin x — j/"' ( ar ) sin xdx , 
et ainsi de suite ; par conséquent 

j/{x) cosxdx = [/(x) — /'' [x) -H/'v(^). . .]sin^ 
+ [/'(.^)-r(^)-4-/^(^)...]cos^, 

et l'intégrale pourra toujours être obtenue si/(a:) est une 
fonction algébrique et entière. 

360. Quand n est un nombre négatif ou fractionnaire, 
le développement (A) renferme un nombre infini de ter- 
mes; il faut alors recourir à des artifices pour avoir l'in- 
tégrale. 

Exemples. 1°. / ? 

n étant un nombre entier positif : on a , en intégrant par 
parties , 

/c'dx e' i r dz 
=3 -4-- I e* • 
z" (/? — 1)3"-' ' /i — I J z"-' 
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Au moyen de cette formule, ou fera dépendre l'intégrale 
cherchée de la suivante : 



/ 






z 

qu'on n a encore pu obtenir qu'au moyen d'une série d'un 
nombre infini de termes. 

La même formule, dans laquelle on posera z = la:, 

/dx , Cdx 
[\xY J\x 

e^ xdr. 



/ff 



posons 

! -\- X = z, d'où .r = z — I ; 

l'intégrale proposée devient alors 

En intégrant par parties , on aura 

et , par suite , 

/e'xdx I e' e'~' e' 

(i -h xy ~" e 3 *"' "7~ "^ i-h j?" 

INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIONS EXPONENTIELLES 
ET TRIGONOMÉTRIQUES. 

361. Les intégrales / e'''' cas bxdx et / e'" sin bxdx 
peuvent être déterminées à la fois au moyen de Tinté- 
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, , €^( acosb.r -^ bsmbx) 
e"* cos b.T dx = — ^ ; r- -+- 1., 
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gratioii par parties. On a , en observant que e**' = cî — > 

/(f^ b r 
€f^ cos bx doc = cos b.T h - I ^' sin bx dx, 
a aj 

e^ sin bxdx = sin bx 1 e"' cos bx dx, 

a aJ 

De ces deux équations on tire 

/' 

/. , . <?" (û sin ^.r — b cos bx) 
ef^ sin bxdx = — î^ j- ■' -+- C. 
a' -H b-" 

362. On peut encore déduire ce résultat de la for- 
mule 

J a-^ b V — I 

en remplaçant les exponentielles imaginaires par leurs 
expressions trigonométriques et en séparant ensuite dans 
les deux membres les parties réelles et les parties imagi- 
naires. 

Plus généralement, pour obtenir 

j z" e"' cos bz dz et 1 «" e"* sin bz dz , 

il suffit de remplacer, dans la seconde formule de la 
page 328 , m par a -H i \l — 1 , et d'^aler séparément les 
parties réelles et les parties imaginaires des deux mem- 
bres. 

363. On intègre 

y (sinar, co^x)dx\ 

/désignant une fonction rationnelle, en posant 



tang - X :p z . 
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Il en résulte 



.1 I 2Z 

sin a; = 2 sin - x cos - x = > 

2 2 I H- Z* 



.1 I — «' 

€08 j: = ces' X — sm* - j: = • 



2 I H-z» 



2^Z 



d'où /(sino;, cosx) ^ =/(y^» f:^) 7^^ 

fonction rationnelle par rapport à z, 

364. Voici quelques fonctions trigonomé triques qui se 
présentent souvent dans les calculs et dont l'intégration 
s'obtient avec facilité. 

C . r . . . Sin»a: ^ 
1°. I smjrcos.réii? == J sinxrfsinj:= hC. 

On peut aussi écrire 

I sin j: casxdx :=- l sin 2 j:^.r = -^ I sin 2 arcf (2 .r ) . 



Donc 

4 



i sin* cosxdx = — -7 cos 2 :r 4- C. 



Il est aisé de s'assurer que ces deux expressions de la 
même intégrale ne différent que par une constante. 

/rd cos X 
tajisxax=z — f = — 1 008^4- C, 
J COS.T 

ou 

/tang.rrfjc = 1 — h C. 
C08X 

3^ lcotxdx= I -r: ^ = 1 sin.r -f- C. 

J J smx 
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cosa: 



^— = 1 tango: -f- C. 

tang.r ^ • 



/ sina: I . I I 

f sin - j; cos — 



^"- /£;= / /^ \ =itaDg^.r + C 



2 



6». r-^^.Hangfî-ixWc. 

J COS* ^ \4 2 / 

Cette intégrale se déduit de la précédente en remplaçant x 



P«r-- 


— X. 




=/-a 


a?j v^2sin- 


r- 


•\/i-h cosj: = 








r — 2 i/â COS - Jr + C . 
"^ 2 


On trouvera 
r 


de la même manière 






/ eir^i — cosa: 


= 2 V 2 sin 


-x-hC. 

2 


8». 




J flsinj: H- ô cos.r 


• 



On pourrait ici employer la méthode générale (n*' 363) ; 
mais il vaut mieux écrire 

/rfx ___ I /* dx 

asmx-^ bcosx da^-\- b^ 1 « sino: ^ cosj? 

J \/a'-hb' s/a^-^ b^ 

Si Ton pose -^= = cos A , d'où ,. — = sin Ar - 



on aura 



/dx _ I r dx 

a sinx -h b cosx ~ v/«=-i- b^ J sin(x-+-/r)' 
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ou bien 



/ 



dx 1 - j: H- X- ^ 
- 1 tang h C. 



a sin x-\r b ces x ^^a ^ ^s 

r dx 

<f. I : T J 

^ J fl smx -h é ces X -i- c 

il faut employer, dans cecas, la méthode générale (n**363),' 

et poser tang - j: =: z : on est alors conduit à intégrer la 

fraction rationnelle 

^dz 



2 az -h b {i— z^) -h c {i-\- z^) 

ce qui donne, suivant les cas, 

2. (c — ^ ) tang 4^ X -f- a 
arc tang — > 



ou 



f' 



i (c — é») tang-jj; H-a — ^a^-h b* — c' 
— ■ ■ i . -\~ C 

INTÉGRATION DES PRODUITS DE SINUS ET DE COSINUS. 

365. Soit proposé de trouver 

sin ( ^j: H- b) sin [a' x -^ b')dx . 

On a, d'après une formule connue, 

%\Tx[ax-^ b) sin [a' x -\- b') 

__cos[(fl — fl')j:-|- b — b'] cos[(fl -^ a' ) x -\- b -\- b'] 
- - + 5 

d'où 

sin [ax -j- ^ ) sin ( a' j: -f- b') dx 



/• 



sin [(g — a^)x -4- 6 — ^^] sin [(a -i- a' ) x -+- ^ -I- b'] 

2 (« — «') ' 2(fl-hfl') ' 
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Cette formule devient illusoire sia = a' -^ mais , dans 
ce cas, le terme 

cos[(fl — a') j? H- ^ — ^'] 

2 

se réduit à dx^ dont l'intégrale est 'x. 

En général, il sera toujours possible d'intégrer un 
produit d'autant de sinus et de cosinus que l'on voudra , 
lorsque les arcs se présenteront sous la forme ax-^b^ 
puisqu'on saura toujours transformer ce produit en une 
somme de sinus ou de cosinus. 

366. On peut, par ce moyen, déterminer 

/sin»... et /cos".^, 

quand n est un nombre entier positif^ mais il vaut mieux 
développer sin'*a:et cos"x en fonction des sinus et cosinus 
des multiples de x. Ainsi, par exemple, comme 

sin*.»: = -7? {s\T\Sa; — 5 sin3.r + lo sinx), 
i6 ^ ' 

on a 

INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES DE LA FORME^ 

sin"*.r cos^xrfx. 

367. Si l'on pose s\nx = z^ d'où 

1 _ 1 

cosx = (i-- 2')' et ^ = ^z(i— z')~% 

on a 

n — I 

d'où Ton voit que si n est un nombre entier impair, po- 
sitif ou négatif, on pourra intégrer, quel que soit m. On 
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verra de même , en faisant cos a: = z , que l'intégration 
pourra se faire, quand m sera un nombre entier impair^ 
positif ou négatif. 

Dans tous les cas , quels que soient m et n , on peut 
ramener cette intégrale à d'autres intégrales plus simples 
au moyen de l'intégration par parties. On a, en effet, 

I sin"* X cos" ûcdx == I ces"""' .r sin" x cos a:d.x 

= I cos"""* X sin*" xd ( sinx ) = / ces"*"' xd 
et par conséquent 



sin"*"*"' X 



: cos"""' X 

m 



'X 72 — I f . ^, ^ , ^ 

1 I sm""^' X cos"""' xdx, 

-I m -hi J 



On pourra employer cette formule lorsque m sera né- 
gatif, parce qu'alors /w -f- 2 aura une valeur absolue 
moindre que m. Mais on peut obtenir une formule dans 
laquelle l'exposant n seul sera diminué de deux unités* 

Pour cela, observons que Ton a 

sin"*"^* .r cos"~' X =z sin'" x(i — cos* x) cos"~* x, 
ou 

sin'""^' X cos"""' X =z sin" x cos""** x — sin" x cos" x , 
d'où 

I sin'""'"*Jî cos^~^xdx = 1 sin^-r cos'^^^xdx 

-Jsi„".cos.x... 

Substituant celte valeur dans la relation ((3), il vient 

sin""*"' X 



f^ 



sin'" x cos^xdx •= cos"""' x ■ 



m -f-i 



H I i sid!^ X co^^"'' xdx — f sin^xcos".^^^:) 1 
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OU bien, en réduisant, 

Il sin" j? cos^jcûte 
J 
zzz 1 I sm'^o: cos"~*xdjc. 
m -h /i m -^ n j 

Ainsi I sin"* xcos'^xdT est ramenée à i sin*" j: cos"~* o:^. 

On ramènerait de même cette dernière intégrale à 

I sin"*cos"~*a:€£i:, et ainsi de suite; en sorte que si n est 

un nombre entier positif , on sera conduit à Tune des deux 

intégrales / sin"'xdx^ ou I sin"* cos a: Jx , suivant que n 

est pair ou impair, intégrales qu'on sait obtenir quand 
m est un nombre entier positif. En effet, nous avons in- 
diqué plus haut (n*' 366) le moyen d'obtenir I sin"xdjr, 
et d'un autre côté on a 

r • « _r ' r • « ^ • sin-^'* ^ 
f sm^x cos xdjc = I s\n"*xd smx = 1- C. 

J J w-Hi 

368. La formule (B) devient illusoire quand m = — »; 
mais, dans ce cas, la formule (P) donne 

/tane*+*x /* 

Changeons maintenant m -4- 2 en m ou m en m — 2 5 et 
résolvons par rapporta f tang^xdx: il vient 

(C) I tang^ xdjn zzz — I t3Lng'*^^xd.r, 

Cette formule sert à réduire l'exposant de tang x , et con- 
duit, selon que m est pair ou impair, à 

I «/x == x + C, ou à I tan^xdx = — 1 cos x 4- C . 

, 369. La formule (B) fait porter la réduction sur l'ex- 
I. 22 
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posant de cos j?. Mais on peut-en obtenir une autre qui 
réduise Texposant de sin x en remplaçant x par - — x, 
m par n^Xn par m dans la formule (B) , ce qui donne 

Ic , 
•^ 
sm'^'xcos"^'* m-'i r, 
= 1 I sm'"'"*.rcos".rrfa:. 
m -h « m -i- n J 

Cette formule servira à réduire Texposant de sin x lorsque 
m sera positif. Si n est un nombre entier pair, on a vu qu'au 
moyen de la formule (B) , on ramenait l'intégrale pro- 
posée à l'intégrale i sin^xdx. Maintenant au moyen 
de la formule (D), on la ramènera, si m est impair, à 
Fintégrale l sin xdx = — cos je -h C, et si m est pair, 

à Tint^rale l dx = xr + C Donc lorsque metn seront 

entiers et positifs , il sera toujours possible de trouver 
l'intégrale 



/ 



sin'".r cosTxdx, 



370. Les formules que nous venons d'obtenir ne pour- 
raient être employées dans le cas où l'un des exposants m 
et n^ ou tous les deux, seraient négatifs. Mais on peut en 
déduire d'autres, qui permettent de faire les réductions 
dans ces derniers cas. 

Supposons m négatif, n étant positif ou négatif; eu rem- 
plaçant m par — m -h 2 , dans la formule (D) , et en ré- 
solvant par rapport à l'intégrale qui est dans le second 
membre, on aura 

, , Cco^dx cos"~"* X m -\- n --^11 C cos"^ , 

(E) i = . __ 1 / dx : 

^ ' J sin'"a: \m — i) sm**"*a: m — 1 J Sln''^^r 
l'intégrale proposée se ramènera donc à 1 cos^'xdx ou à 
dxy suivant que m sera pair ou impair. 
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371 . On déduit de la formule (D), en supposant n = o , 

(F) I fHVTxdx =r \ I sm'^^rr/j:, 

et , par conséquent , si m est pair, 

1 r . • cos-'? r • -^. *«— 1 . _ , 

l I sin'^jcé/jc = I sm*~'^H sin'^^'jrr 

j (/If— .2)(m— 4) (/W — 2)(/W— 4)- '^-^ J 

I ^ (m — i)(/yi— 3)...3.i * . ç 
1 (m— 2)(m — 4)--4'^ ^ * 

et si m est impair, 

sm"-' .irM sm'"-^r -h . . . 1 

m— 2 I 

(iii--i)(/ii>-3)...2 I 

'^('«-2)(/7l-4).... J 



On obtiendra de la même manière 



S' 



22.. 
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TRENTE ET UNIÈME LEÇON. 

Des intégrales définies. — Définitions et notations. — S^nifieation géomé<» 
trique.— Exemples d'intégrales définies. —Des intégrales considérées 
comme limites de sommes.— Remarques diverses.— Nouvelle démons- 
tration de la série de Taylor. 



DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 



/ 372. f (x) étant une fonction de x^ dont la différen- 

tielle est jr(^) fite, on^ 



/- 



(f [x) + C est nommée Yintégrale indéfinie de la fonc- 
tion différentielle. Ordinairement on fixe la valeur de 
la constante indéterminée C d'après la condition que 
l'intégrale devienne nulle pour une valeur particulière a, 
attribuée à .r. Dans cette hypothèse, 

• C = ~y(«) et J/(.r)^r = 7(.r)-^(a). 

Il reste encore dans cette expression une indéterminée jc 5 
mais si Ton donne à x une valeur particulière b, T inté- 
grale, qui devient ç (i) — ç («), est complètement déter- 

I . «^ I minée. On la représente par la notation I f(x)dx^ et 

on la désigne sous le nom d^ intégrale définie y prise entre 
les limites a et i, ou depuis x=^a jusqu'à x ■=^b. 
On a donc 



£ 
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Ainsi la valeur de l'intégrale définie s'obtiendra en fai- 
sant dans rintégrale indéfinie x = a, puis x = &, et re- 
tranchant le premier résultat du second. 

SIGNIFIGATION GÉOMÉTRIQUE DE l'iHTÉGRALE DÉFINIE. 

373. SoitCMDla courbe dont Féquation en coordonnées 
rectangulaires est y =sf(x). On a vu quef(x) dx était 
la différentielle de Faire d'un segment terminé à une or- 
donnée variable: \ f[x) dx est donc , d^une manière g é- 

nérale , Faire comp rise entre la 
courbe, Faxe des abscisses et 
deux ordonnées quelconques. 
Mais si la constante arbitraire 
est déterminée d'après la condi«^ 
tion que Fintégrale ou Faire soit 
nulle pour x = OA = a, OP =a: 
étant Fabscisse d'un point quelconque de la courbe, la 
valeur de Fintégrale pour celte valeur de x sera la surface 
ACMP. Par conséquent, si Fon y fait a:= 0B=3 i , la va- 
leur de Fintégrale représentée, comme nous l'avons dit 
plus haut, par 

/ f(x)dx, 

sera la surface CABD , comprise entre la courbe , Faxe 
Ox et les deux ordonnées déterminées AC et BD. 

EXEMPLES d'intégrales DÉFINIES. 

Jf x''dx = — î— 5 si » -h I est positif. 
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' +c, "Gj^Li 






I 3 

=: --=. arc tang • 



VÎ4 lo-t-^ 



dx I 



= — arc tang i 



- — — — «■ V MlUK i — r 



Jo 2.4.6. ..2/1 2 

Cette dernière intégrale se déduit de la formule (G) du 
n^ 371 y dont tous les termes , à l'exception du dernier, 
s'annulent aux deux limites. 



INTÉGRALES OiFINIBS CONSIPÉILÉES COMME LIMITES DE 
SOMMES. 

375. Dans ce qui précède , on suppose f[x) finie et 
continue depuis x = a jusqu'à x = b. Nous allons dé- 

montrer que , dans ce cas , P intégrale définie j f(x) dx 

est la limite de la somme des valeurs infiniment petites 
de la dijfferentiellef{x) dx, lorsque xrmrie, par degrés 
insensibles , depuis a jiisquà b. 
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Supposons ) pour fixer les idées , a <; A, et admettons 
que y' (x) aille constamment en 
croissant depuis f(a) jusqu'à 
y (A). Considérons la courbe 
CMD dont Téquation, en coor- 
données rectangulaires, est 

Soient OA = a, OB = A , OP = x, MP = y, PF= Ax. 

On a vu ^ da ns le calcul différentiel, que Taire CADB fi jou 
était ^ale à la limite de la somme d'une infinité de rec- r * 

tangles tels que MPFM'. Or on a MM'PP=f{x) A x : 
donc, si Ton désigne par 2/(x) àx la somme de tous 
ces rectangles , on aura 

aire CABD = / /{x) dx = lim ^ /W ^x=^/{x)dar, 

ce qu il s'agissait de démontrer. 

On peut encore démontrer ce théorème d'une manière 
purement analytique. En effet, soit (f (x) Tune quelconque 
des intégrales dej'(x) dx^ en sorte que /(x) = y' (x) : 



on aura 



ou 



{•) 



(p (j: -h A x) — (p (x) = [f' (x) -h a] A j:, 



Atf{x) = \/{X)-+'0L]ÙLX, 



Cf. étant une fonction de x qui s'annule en même temps 
que Ax. Or, si l'on fait varier x par degrés quelconque» 
égaux ou inégaux, mais de plus en plus rapprochés , de- 
puis a:=a jusqu'à a: = A, on obtiendra, pour chaque va- 
leur attribuée à x, une équation analogue à l'équation (i) : 
en ajoutant toutes ces équations, on aura dans le premier 
membre la somme des valeurs de A^ (x), c'est-à-dire l'ac- 
croissement total de 9 [x) ou ç (A) — ç (a); il viendra donc 



(2) 



f (6)— (j)(a)=2/(x)Ax+2aAj;. 
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Mais, d'après un théoFëme démontré {n? 469) , on a 

lim \aAx = o. 

Donc Féquation (2) devient, en passant à la limite, 

Xh 

Ainsi Fintégrale définie est la limite vers laquelle tend 

la somme des produits tels quey*(aT) Ax quand x varie 

par degrés de plus en plus rapprochés , depuis a jusqu'à 6; 

I — ^=^^ I o^ > sous une fo rme plus abrégée ^ Fintégrale est la somme 

V,r.«3E ' des valeurs infiniment petites de la différentielle. 

C'est à cause de cette propriété que l'on désigne les in- 
tégrales par le signe 1 > lettre initiale du mot somme, 

REMARQUES DIVERSES SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 

376. Dans la formule 



X 



h 

f{x)dx=:^{b)^tf(a)y 



a peut être plus petit ou plus grand que b. Ordinaire- 
ment on fait en sorte que a soit inférieur à b. Or, quand 
il n'en est pas ainsi, on ramène aisément ce cas au pre- 
Xaier^ En eijfet,. on a 



d'où il résulte que 
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Ainsi Von peut intervertir Vordre des limites d'une 
intégrale définie, poun^u que Von change le signe du 
résultat, 

377. Sî c est une valeur de x comprise entre a et i, 
on aura 

Ja Ja 

£/(x)dx = <f(b)-.f(c)i 

donc 

f /(x) dx = f/{x) dx+ f f{x)dx. 
Ja Ja Je 

On peut encore démontrer, cette formule en s'appuyànt 
sur le théorème du n^ 375 , ou bien eu remontant à l'in- 
terprétation géométrique des intégrales définies. 

On démontrerait de même que 

Xh r%c f*e f*S nh 

f{x)cb::= \ f[x)dx^ \ f{x)dx^ \ f{x)rh^4 f{x)dx 
Ja Je Je Jg 

et ainsi de suite. 

378. Quand on ne sait pas int^rer une différentielle 
donnée /*( oc) ^, on peut souvent parvenir à deux limites 

qui comprennent l'intégrale définie | f[x)dx. Pour 

cela , soit ^ [x) une fonction de x telle, que l'on ait 
^ [x) <^f(x) pour toutes les valeurs de x ., depuis «jus- 
qu'à b. Je dis qu'on a l'inégalité 

Ja Ja 
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La considération des courbes le démontre d'abord 
^'ê' 74- très^simplement. En effet, soient 

CMD et C M ly les courbes dont 
les équations sontrespectivement 
jr =:f(x)^y=^ (a:); commede 

on a /W>^W» 

la courbe C M V sera au-dessous de la courbe CMD entre 
les ordonnées CA et BD. Par conséquent on aura 

aire CABD > aire C A' B'iy, 



y 




iu--n 








r^ 


MV 


D» 






/ 


^' 













K 


P 


3 


X 



OU 

(0 



Ja Ja 

Autrement : puisque / (x) — ^ (x) est > o, pour toutes 
les valeurs de x, depuis x = a jusqu'à or = i, Tintégrale 

I [/(^) — + (^)] '^^'> ^^^' ^* dérivée esl positive, croil 

en même temps que x , et comme celte intégrale est nulle 
pour X = a, elle est toujours positive : on a donc 

Ç[f(x)^-^[x)\dx^o, ou J /(x)^> MWr/x. 

De même , si pj ( jc ) est une fonction de x telle ^ que l'on 
ait X (^) >/(^) , de x = a à a: = è, on aura 

(2) f /{^)dx<C f Xi^)^' 

Ja Ja 

Par conséquent, si l'on sait intégrer ^ (x) fi?Jt: et ^ («^c) ^J^7 
deux limites qui comprendront i /(x) <ir^ 



on aura 



379. Exemple. 
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Tant que a: est <^ i , on a 






et , par suite , 



Or on a 



i/o Jo ^l — x^ t/o ^i — X* 

I <ir = 0,5, 

Jf ■ = arc sin - = o ,5236 — 
VI— X' 2 



Donc on aura 



o,5<:; I -=^=<o,5236.... 

t/o V^i — x^ 



NOUVELLE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 

380, Les propriétés des intégrales définies conduisent 
à une nouvelle démonstration de la série de Taylor. On 
a identiquement 

/(x-hA)-/(x)= rV(x-4-A~0^^; 

mais Fintégration par parties donne successivement 

Jo Jo 

Jo **^ •/o '-^ 

et ainsi de suite. En ajoutant toutes ces égalités, après 
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y avoir fait f = A , on aura 

1.2 I . , . /ï 



R désignant le reste 



- — - r 



A 



Si maintenant M est la plus grande valeur, et /7i la plus 
petite valeur que prend^'"+^ (x 4- h — t)àet = okt = hy 
on aura 

R< î / M/«rf/< îî^ r, 

R> / mrdt^ ' — — X. ^ 

1.2... /îJq j^ I.2.. . (« -i-i; *^ 

Donc , ^si Ja fonction proposée et toutes ses dérivées , jus- 
qu'à la ( n -Fi)", sont finies et continues entre les limites 
x et a: -h A , R pourra être mis sous la forme 

R= L_^/«+.(x + eA), 

l' " i * désignant une quantité positive moindre que i : ce qui 
^' s'accorde avec ce qu'on a trouvé par d'autres méthodes. 
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TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. 

Suite des inthfrales définies. — Intégrales dans lesquelles les limites de-^ 
viennent infinies . — Intégrales dans lesquelles la fonction sous le signe 
f devient infinie dans les limites de Tintégration ou à ces limites.— In- 
tégrales définies indéterminées. — Intégration par séries.^ Exemples. 



DES INTÉGRALES DÉFINIES DANS LESQUELLES LES LIMITES 
DEVIENNENT INFINIES. 

381. Nous avons jusqu'à présent supposé que, dans 
Finlégrale i f[x)dxn les deux limites a et J étaient 

finies , et que la. fonction f[x) était finie et continue entre 
ces mêmes limites. Nous allons maintenant chercher ce 
que devient l'intégrale lorsque l'une des limites, b par 
exemple , est infinie , f(x) restant finie et continue. Dans 

ce cas , la valeur de l'intégrale est lalimite de i f{x) àx^ \ ^ '^ ^ 

quand h croît indéfiniment. Celte valeur peut être finie, 
intînïe ou indéterminée , comme on le verra parles exem- 
ples suivants. 

382. lo. J~a-rfx. 
On a d'abord 



/' 



^rfj: = — tf-'-f-C. 



'•5. 



Donc / €r*dx:=.\ — \y 

et, en faisant A = oo , 

^ dx=z I . 



r 



Digitized by 



Google 



35o 



COURS D ANALYSE. 



Sî l'on construit la courbe j = — , on obtient une bran- 

^^^' 75- che infinie asymptote à l'axcOo: : 

r intégrale définie représente 
Taire comprise entre cette bran- 
che, l'ordonnée OA et l'axe 



2". 



On a, dans ce cas, 

h e* c?^ = c* — 1 , 1 e'dx = <x> , 

o •/o 

L'intégrale indéfinie est 



Par suite, 
donc 

On a 
On a 



/ dx _ I 
a:^ H- c' c 



arc tang — h C . 



dx I 



j:* -H c' c 



- arc tang -j 



r** fl^^ I TT 

I — ; = - arc tane oo = — 

r^dx ^h r^ dr 

Ja ^ ^ ^a ^ 

cos xdx, 
I cos xdx = sw b; 
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mais quand b tend vers Finâiii, sin b ne tend vers aucune 

Xoo 
co%xdx 

est donc indéterminée. 

383. On peut quelquefois reconnaître si Tintégrale 



X '^^•'')'''' 



a une valeur finie quand b devient oo . 

Supposons b très-grand, mais non infini : en appelant k 
une quantité comprise entre a et & , on a 

I f{x)dx=: I f[x)dx-^ / f{x)dx. 
a Ja Jk 

Puisquey(a:) ne devient pas infinie, la première par- 
tie de l'intégrale est une quantité finie 5 il suffit donc de 

savoir si l'autre partie i f[x)dxe%l finie. Mettons 
f{x) sous la forme 

X3 [x) désignant une fonction qui reste finie pour toutes 
les valeurs de x plus grandes que A. Soit M la plus grande, 
et 772 la plus petite des valeurs de n (x) , pour toutes les 
• valeurs de x plus grandes que h : on aura 

On aura donc 

'*dx 



ou 



J/(.r)^^<Mjr \ 



Digitized by 



Google 



352 COURS d'analyse. 

Or^ si 72 est ^ I, le dernier membre de celte inégalité se 

Mi r^ 

réduit, pour i = oo , à — — -— . Donc / f{oo) dx 

dans ce cas, une valeur finie. Si n est <[ i, on aura 



j'/(«)^>»X'f, 



ou 



Or, I — n étant positif, le second membre de celte inéga- 
lité devient infini pour J = oo : donc i f{x) dx^ et 

par suite i f[x) dx est infinie pour i = oo . 
Enfin , si /2 = I , on a 

jfVw^>»j['Ç=»i(|)-. 

\i-j\ =00 quand i = oo : donc 

1 /(.r)dx=zco . 
Jk 

La même remarque s^ applique à l'intégrale 
(' f{x)dx, 

quand on peut mettre /(a:) sous la forme-— -i tt (x) 

restant finie pour toutes les valeurs de x comprises entre 
— 00 et une certaine quantité moindre que h : cette 
intégrale est fi.nie si n est > i , et infinie si n est ^ i , 



mais 
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INTÉGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOtJS LE SIGNE 
DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIMITES DE l'inTÉGRA- 



/ 



TION OU A CES LIMITÉS. 

384. Dans le cas o\xf{x) devient infinie pour x = b^ /^ 



on définit 1 f{x) dx comme étant la limite de Tinté* / 
f (a:) rfx, lorsque s décroit jusqu'à o» 
De même, si/(a) =00 , o n défini t i f{^) dxx:ora^ pl^^ù 

me la limite de / / {x) dx^ quand t décroit jusqu'à o» 



Enfin, siy (c) est infinie ou discontinue^ c étant une 
quantité comprise entre a et è , on pose par définition 

f f{x)dT=\im f '/{x)dx + Vm f f{x)dx, 

quand ç et y? décroissent jusqu'à Ow 

On voit, d'après cela, comment il faudrait définir 

I f(x)dxjsif(x) devenait infime ou discontinue^ 

pour un plus grand nombre de valeurs de x comprises 
entre a et b, 

385. Quand la fonction f{x) devient infinie à l'une 
des limites ou entre les limites , On peut souvent recon* 
naître si la valeur de l'intégrale est Jinie ou injinie. Sup- 
posons par exemple,/" (i) = 00 : soit 

n étant un nombre positif efnlx) une fonction qui ne >^ 
devient pas infinie , lorsqu'on fait xSb. Appelons main- 
tenant k une quantité comprise entre a et & et aussi rap- 
L 23 



hh 
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procliée de b que l'on voudra; on a 

Ç f[x)dx=z f /(x)dr^ f f{.T)dx. 
Ja Ja Jk 

Or I f(x)dxa. une valeur finie. Il suffit donc de 

savoir si / f {x) dx est unie. 

Désignons par M et m deux constantes entre lesquelles 

^n^^^ r.(x) reste comprise, lorsque x varie de k k b. On aura 

^r pour ces valeurs de a:,^i /i est -< i^ 

. v par suite , 



Or, quand e tend vers o , le second membre de cette iné- 
galité tend vers la valeur finie -— - (b — A) ^ "" . Donc , 

f(x)dxj et, par suite, 

f f{x) dx^ a une valeur finie. 

Je dis maintenant que , si l'on a w > i , l'intégrale pro- 
posée est infinie. En effet on a 

par suite , 

m Tj I 1. 

^* ■■ ■• 

/ ^ Di^tizedby Google 
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n étant une quantité > i, lorsque e tendra vers zéro, 
le second membre deviendra infini. Donc, à fortiori» 
h 
f[x)dx tendra vers l'infini. 

^t 

Il en serait de même si Ton avait 71=15 ^^^f ^^ l'iné- 
galité 

on déduit 

]>m 1 • 

Le second men^re devient infini quand s s'annule; donc 
f(x) dbr^et, par suite, J f(x) dx elle-même 

sera infinie. 

386. Exemples. 

Vdx 



i: 



y/2 b'^^bx — x' 

a ei b étant deux quantités positives, et P étant une 
fonction de a:, qui ne devient infinie pour aucune valeur 
de X, comprise entre aei b. On peut écrire 

P P I tr(^) 



^Q. b^ — bx' — X* v^2 A -h .r ^b — 

p 

en faisant . = -ir (x) . 

ya^-hx 



(b-xY 



Comme Texposant de ft — x est <^ i , il résulte de la 

Xlf V dx 

leur finie. 

a3.. 
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2°. 

on a 

Donc 

cl, par suite, 



COURS D ANALYSE. 



p dx 

Jo \/l — . 



— £ dx 



= — 2 y/i— , 



/ 

/>— £ dx 

J/" de 



Pour interpréter ce résultat, constinisons la courbe 

y = : cette courbe a pour asymptotes Taxe des x et 

y 1 — .r 

une parallèle AP à Taxe des j^ menée à la distance 0A= i . 



Fig. 76. 



y 

6 

— - — " 


.' 


P 


U 




A ^ 



On voit alors que 



XI dx 



re- 



présente Taire comprise entre 
OB, OA, la courbe et son 
asymptote AP. Ainsi, quoique 
ce segment s'étende à l'infini, 
son aire a néanmoins une valeur 
finie. 



DES INTÉGRALES DÉFINIES INDÉTERMINÉES. 

387. Une intégrale définie peut quelquefois devenir 
indéterminée, c'est ce qui a lieu pour l'intégrale 



r 



cosx£ix = sinGO — sin o, 



car sin x , lorsque x tend vers l'infini , ne tend vers au- 
cune limite déterminée. 

En voici un autre exemple : soit 



3 r c> ,^ ? 



£ 



\tx 



ÂvVVv f 
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a et A étant deux quantités positives quelconques. Comme 

- devient infini pour jc = o , valeur comprise entre 

— a et -H 6 , il faut poser 

I — = hm I h liin 1 — î 

et faire tendre e et y? vers o. Or, 

donc 

I ^ — U H- I g — 1 >3 



='(^)-(0- 



Par conséquent , 



/_:?-c-)--(o 



Mais comme il n'existe aucune dépendance entre les deux 
quantités variables e et y?,- ne tend vers aucune limite 
déterminée, et par conséquent l'intégrale est indéterminée. 

INTÉGRATION* PAR SÉRIES. 

388. Étant donnée une différentielle /*( a: ) dx^ si Ton 
peut exprimer y (x) par une série convergente 

;0 /(^) = «• + «2-<- «3-4-. . • + '*n-t- r„, 

on aura, en multipliant par dx^ et en intégrant en Ire deux 
limites a et t , 

' /{x) dx = I u^dx-^ I «3 ^.r H- . . . 
a Ja Ja- 
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Si la série (i) est convergente pour j: = a , a: = i et pour 
y TC toutes les valeurs d e^i co mprises entre a et &, on peut 
^ supposer r„ <[ e , e étant une quantité aussi petite que Ton 

veut, pourvu que n soit assez grand. Dès lors 



I r^dx < 1 tdx, 
a Ja 



OU 



/ r^dx<C^t{h — a). 

Donc I r„ dx décroit jusqu'à zéro quand n augmente 
jusqu'à l'infini. Il en résulte que la série 

Jr* b r*h /%h /*b 

I Uidx-h l Uidx-k- I «a r/or -h . . . -f- I tt„dr-{-... 
a J a Ja Ja 

est convergente et qu'elle a pour somme I f{x) dx. On 

peut remplacer la Valeur fixe h par l'indéterminée x, et 
il vient 



(3) 



Jnx r*x r%x 

\ f[x)dx=: I Utdx-h I tt,rfx-|-. . . + . , 
a . Ja Ja 



389. Cette formule est encore vraie pour x = fe , 
même lorsque la série Mi -f- '/j 4- Ws ■+- . . . , convergente 
quand x est moindre que t, devient divergente pour 
X = bj pourvu que la série (2) soit encore convergente. 
En effet , quelque petite que soit la quantité positive e , 
on a 

Jr b — e fb — e pb^i pb — s 

a Ja Ja Ja 

Or les deux membres étant des fonctions continuer de x , 
y qui ont constamment la même valeur, leurs limites pour 
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€ = o doivent être égales. Donc 

J^b /*h r%h r*h 

/(.r ) dx= j Uidjc -h j Uidx -h j u^dx -\- . . . , 
a J a Ja Ja 

390. En général, si la formule de Maclaurin donne 
pour f{x) une série convergente , 

/(*) =/(«) + < ( o) + -4/" (o) + T^r (o) + . . . , 



on aura 



//(x) di: =C 4-*/(o) + — / (o) 4- ^-^/' (o) -h. . . . 

Si l'on veut en déduire l'intégrale définie i f{x) dx^ 

c'estrà-dire si l'on veut que l'intégrale commence à a: = o, 
ou soit nulle pour a: = o, il faut, dans ce cas , que C soit 
nul. On a alors 



X 



/•(a:) ^ = :./(«) + ^/' (o) 4- -4-ô/" (o) .. . 



1.2 ^ ' 1.2.3- 

o 



EXEMPLES d'intégration PAR SÉRIES. 

391. x^ ÇJt!L^ = \[x^x). 

Par une simple division on trouve 



I -f 'TC 

Donc 



; — a: -h x' — x' — . . . ± Jc*""' qp ■ 



jî' j::^ J?* , .i:^ C^ x^dx 

' ^ 2 3 4 « ^o '■+-^ 

Quand a: est moindre que i en valeur absolue , la série) 

I — X'-\- x* — x' . . • est convergente 5 donc la sériW 

jjî jfpf ^7»i J 

X \-'~ ~... Test aussi entre les mêmes limites^ 

234 



,> ^§ 
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de X, Donc quand — i<;ar<^-+- i,ona 



^ ' 3 3 4 



X' 3^ dx 
— tend vers 



zéro quand n augmente indéfiniment. 
En eflet, si x est positive ^ on a 



I -^ X 

donc 






Or quand n augmente, le dernier membre tend vers zéro. 
D'après cela , en arrêtant la série à un certain terme, Ter- 
reur commise sera moindre que le terme suivant. Cette 
^ erreur sera en plus ou en moins, suivant que le dernier 

terme employé sera de rang pair ou de rang impair. 
J-- Jjuand X e st négative^ en désignant par a une quan- 

ti tité plus grande guej: ^ mais moindre que i , on a 

O) ^<-fi-. 



et, par suite. 



X 



^ X'* dx j:"+' 



ï — -^ («+-l)(i—a) 



expression qui tend vers zéro lorsque n augmente jusqu'à 
Fiufini. Dans ce cas, l'erreur est toujours dans le même 
sens. 

Si Ton avait x = i , la série i — i-hi — i-hi... 

cesserait d'être convergente, mais la série i h « — 7' • • 

le serait encore, et représenterait 1 2 (n*' 389). On a donc 



■^ 



[2: 


= I 


I 

h 

2 


I 
3" 


-b 


— 






-/' 


•t-'V 


11^ 


« 
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^' \ = arc taneor. 

On a 

JJ.-+-I 



l'—x^ +3^ — jr«. . .± j:"-'qi- 



i-h j:' * ~* "^ I -h o:'^ 

n étant un nombre positif impair: en intégrant les deux 
membres, et prenant pour arc tang x le plus petit des 
arcs positifs ayant a: pour tangente, on trouve 

arctang.r = j:— -+_- ...±:-~qp i 

La série i — x^ -^ x'' — x*... cesse d'être conver- 
gente pour j: = I , mais la série x — t "^ T * " ^'^^* 
encore pour j: = i ; on aura donc 

TT III 

arc tang I =7=1 — -.-4-- 

4 357 

9« i " dx 

3°. I = arc sm x. 



JC^ dx 



Par la formule du binôme , on aura 

I I , 1.3 , I .3.5 , 

V^i—j:' 2 2.4 2.4.D 

Multipliant le second membre par dx et intégrant, il 

vient 

i x^ 1.3 .r* 1 . 3 . 5 x' 

arc sm X = a: 4- - -r- ^ 7 • "F H T-zr ' 

2 3 2.4 5 2.4.6 7 

série convergente quand — i < J^ < i ? puisque la série ( i ) \ j^-^ cQ 
est convergente entre ces limites. »» 7 

La série 

1 , 1.3 , 1.3.5, 

2 2.4 2. 4.0 

cesse d'clrc convergente pour x =^i\ néanmoins , comme 
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pour a: = I = sin^j la série 

1.3 x* 1 .3.5 



1^ 



^-h- -^ 



2 3 2.4 5 2.4.6 7 
est encore convergente, on a (n° 389) 



îT II 1 .3 I 1 .3.5 I 

- = I 

2 



2 3 2.4 5 2.5.6 7 -x^ 



On trouve une série plus convergente, en faisant 

I . TT 

2 6 



♦T = - = siutî^ on a 



TT I I I I .3 I 



^ 2^2 2». 3^2. 4 2*. 5 



y 

^^w^' 
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TRENTE-TROISIÈME LEÇON. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL INTÉGRAL. 

Quadrature des aires planes. — Formules générales. — Quadrature de» 
courbes rapportées à des coordonnées rectilignes. — Quadrature des 
courbes rapportées à des coordonnées polaires. 



FORMULES GÉjyÉRALES. 

392. Soit CMD la courbe dont l'ëquatîon en coordon- 
fig, ^^ . nées rectangulaires est y =f(x) , 

et représentons par. u l'aire 
ACMP. On aura, en appelante 
et y les coordonnées du point 
variable M (n« 204), 

du =r ;)rdx =/( x) dx. 
Par conséquent u = ff{x) dx. 
Si Ton veut que Taire soit limitée à Tordonnée CA 
correspondant à l'abscisse OA = a , l'intégrale doit 
commencer à a? = a , et l'on a 



^ M 

'A 

A 


D 


A P 


B X 



-i' 



/(x)dx; 



X représentant l'abscisse d'un point quelconque de la 
courbe. 

Enfin, si on limite de même l'aire à l'ordonnée BD 
correspondant à a: = OB = i , on a 

u = aire ABCD = / f[x) dx. 
Si les axes étaient obliques , il faudrait poser, en appc- 
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lant 6 l'angle des axes. 



aire ABCD = 



= siii0 / J 



f(x) dx,. 




393. L'inlégrale définie est la somme des valeurs infini- 
ment petites de la différentielle entre les deux limites a et 
h. Or, si l'on suppose , ce qui e&t le eas ordinaire, que dx 
soit positive,/ (x) «^x ou la diiTéFentielIe de l'aire sera 
^'^ 7^ positive ou négative, suivant que 

f[x) ou Tordonnée J sera posi- 
tive ou négative. Par consé- 
quent , l'intégrale représentera 
la différence entre la somme des 
segments situés au-dessus de 
Taxe des x et la somme des segments situés au-dessous , 
de sorte que, si l'ordonnée change de signe, deux fois 
par exemple, entre les ordonnées AC et BD, on aura 

r / (r) d.x = ACH — HIR 4- KDB. 

La somme de ces segments serait donnée par 

r f[x)dx-^ f f[x)dx-\- f f{:r)dx, 
Ja Jh Jk 

en désignant par h eik les abscisses OH et OK. 

394. Si l'on voulait avoir la mesure de la surface cora- 
P'g- 79- prise entre les deux ordonnées 

M^....^ CA, MP , l'arc CM et l'arc C M ' 
d'une autre courbe y = (f{x)^ 
on aurait 




aireCC'lVrW=-- f%'ri^- r / d.r z= j {y-y)d.r. 

Ja Jn Ja 
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EXEMPLES DE QUADRATURES DE COURBES RAPPORTÉES A DES 
COORDONNÉES RECTILIGNES. 

395. Soit d'abord, comme exemple de la théorie précé- 
dente, une parabole quelconque y'^ = p.r"*, m et n étant 
positifs. Soit aire OMP = w 5 on a 



I m 
du z= ydx = p*^ .r" dx^ 



d'où 



X' 



I m-^n 



/?" ^ ^X = 





%. 


80. 


y 

Q 


.^ 




/ 







k 


p X 



donc 



ou 



— p X 
m -j- n 

Ce résultat peut s'écrire 



m-^ n m -{- n 



Orx^ représente l'aire du rec- 
tangle OPMQ construit sur les 
coordonnées du point M. On a 



OMP : OPMQ = /î : /w -f- w, 

OMP:OMQ = «: /«. 



Ainsi la parabole partage ce rectangle dans un rapport 
constant, de ni m, 

396. Réciproquement, il n'y a que les paraboles qui 
jouissent de cette propriété. En effet, la proportion pré- 
cédente peut s'écrire 



d'où 



ul xy — u:=. n l m^ 
{m + n) Il = nxy. 
Par conséquent, on doit avoir 

[m -I- n) du ■=. nxdy + nydx^ 
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ou, puisque du ^=:.ydx^ 

[m 4- n)ydx = nxdy -f- nydx^ 
ou enfin 

mydx = nxdy* 

Ce résultat peut se mettre sous la forme 

m — = n — : 

X y 

d'où, en intégrant, 

/zlj = /w1^-HC, ou l/" = l^-f-C. 

Mettant C sous la forme 1;?, il vient, pour l'équation 
générale des courbes qui possèdent la propriété dont il 
s'agit, 

ou 

Dans le cas de la parabole ordinaire y^ z=px^ on a 
n = 2 , w = I , et par suite 

397. Considérons, en second lieu, une courbe du genre 
^*S' 8 1 . hyperbole donnée par l 'équation 

m et n étant deux nombres en- 
tiers positifs. On n'a représenté 
dans la figure que la branche si- 
"~ tuée dans l'angle y Ox, et qui 

a pour asymptotes les deux axes. 
On peut supposer « > m. Soient u = ACMP, OA = a, 
OP = X. On a 

I m 

XX /» x 

ydx= / p" .r "r/.r, 



H A P 
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et, en efïectuant l'intëgration , 



/>" 



I / n — wt n — iw\ 



On voit que si x augmente jusqu'à l'infini, Taire ACMP 
augmente aussi jusqu'à l'infini. Mais, au contraire, si, 
laissant MP fixe, on fait décroîtra a jusqu a o, la surface 
augmente continuellement, mais en restant toujours fi- 
nie , et à la limite, quand a = o, cette aire se réduit à 

I n — m 
n — m 

Ainsi la surface ÂGGH tend vers une limite finie, à me- 
sure que le point G se rapproche de plus en plus de 
l'asymptote Oy. 

I ^TO 

Gette limite étant égale à p^ x.x "ou bien à 

xy^ est dans le rapport constant de n à n — m, 

avec le rectangle OPMQ = xy. On a donc la proportion 

u\xy := n\n — m , 

en désignant par u l'aire indéfinie qui cependant a une 
valeur finie. 

398. Réciproquement, il n'y a que les courbes com- 
prises dans l'équation x"^y^:=p qui jouissent de cette pro- 
priété. En effet , on déduit de la proportion précédente 

tt ( 72 — /w ) = nxy. 
D'où, en différent] an t 

( 72 — m ) diir=: nxdy -f- nydx^ 

OU comme du=iydx^ il vient en réduisant et divisant 
par^ry, 

dx dy 

— m — = « — • 
X y 
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Donc 5 en intégrant, 

n log jr = C — m log x , 
ou bien , en faisant C = 1 p , 

d'où arf-=.p. 

Dans le cas particulier où m = n^ Téquation 

revient à la suivante 

a:r=Py 

qui représente une hyperbole équilatère du second degré. 
On aura 



^ =:^, donc ydx z=zp — ^ 



et, par suite , 



« =/? Ix + C = ^ l -• 



Si /> = I , a = I , on aura 

c'esf-à-dire que Taire est égale au logarithme népérien de 
l'abscisse (n^' 208, 2°). 

399. Soit maintenant le cercle dont l'équation est 

j* -h X* = «'; 



on en tire 



Fig. 82. 




y = sja'^ — X*. 

Considérons un segment quel- 
conque AOPM, limité à Taxe 
des y, et à une ordonnée ar- 
bitraire MP. Nous aurons, en 
désignant par u l'aire de ce 
segment , 



(') 



uz=z i dxs/a^ — x^', 
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en intégrant par parties, il vient 

/; / r X^dX 

dx \la^ — ^» = jr SI a} — x' -H 1 ; 

Mais 

/x^dx _ Ç {x^ — à'-^a')dx 
)Ja^ — ^» ~" J sjo" — X» 

= a* / ■ — \ dx\Ja} — x\ 

J s/a^-^x^ J 

Portant cette valeur dans Téquation (a), transposant 
et divisant par a , il viendra 

// X Jar — "P a» C dx 
dxK/a^ — x^ = -^ h~| ' 

2 2j s/a'-^-x' 



Mais 



/: 



. =: arc sin - + C 5 



donc 

>/«» — 



Jr* , ,-- x^a' — x' à» . jù 

I rtjr v«* — x' = 1 arc sm — 
o 2 2a 

On déduit de là Faire du secteur OCM. En effet, le 



X i/û' '— x^ 

triangle OMP a pour mesure — *, en le 

chant du segment, on aura donc 



retran-^ 

2 



a} , X a , âc à 

secteur OCM =: — arc sin - = -a ârc sin - = - arc CM, 
2 a 2 «2 

c'est-à-dire que l'aire du secteur circulaire a pour mesure 
le produit de Parc qui lui sert de base par la moitié de 
son rayon, 

400. Passons maintenant à Vellipse, dont Téquatioli 
I. a4 
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est 

^V «^ et soit li le segment OPMB, li- 

y\ ^ mité à l'axe des y et à une or- 

/ donnée quelconque MP. On tire 

//r*' de l'équation de l'ellipse 



c 



\ 



r = -J«- 



Donc, 



M = — I ^à^ — x' dx. 
« Jo 

Décrivons sur Taxe 2 a comme diamètre une demi- 
cîrconférence, et «oît w' Taire du segment COPN: on a 

Jr -^ 
[ dx y fl' — x' , 
o 

d'où Ton déduit 

u __b 

u' a 

Ainsi le segment elliptique et le segment circulaire , 
(jui correspondent à la même abscisse ^ sont entre eux 
dans le rapport constant de b à a. Il en résulte que si 
Ton désigne par S la surface entière de l'ellipse, et par 
S' la surface du cercle, on aura 

d'où Ton tire, à cause de S' = na^^ 

S = — X n a- =z7zab: 
a 

donc la surface de l'ellipse est moyenne proportionnelle 
entre les surfaces des deux cercles gui ont pour dia- 
mètres respectifs les deux axes de V ellipse, 

401. Les deux triangles OMP, ONP, qui ont même 
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base OP, sont entre eux comme leurs hauteurs. Donc 



et comme d'ailleurs 



on aura 



ou 



OMP NP b 
OWP "^ MP "" fl ' 


« b 

ir^ = a' 


«—OMP b 


„'— ONP~~«' 


OBM b 
OJSC "" a ' 



ce qui permettra d'évaluer le secteur elliptique OBM, 
puisque l'aire du secteur circulaire ONC est connue. On 
passera de là facilement à Faire d'un secteur quelconque. 
On peut diviser l'ellipse en un certain nombre de sec- 
teurs égaux, quand on sait faire la même opération pour 
le cercle. U suffit de diviser le cercle en parties égales , 
puis de mener, par les points de division, des ordonnées 
perpendiculaires à OA. Si l'on joint le centre aux points 
où ces ordonnées rencontrent Tellipse, on aura divisé celle- 
ci en secteurs égaux. 

402. Pour Y hyperbole, dont l'équation est 

Fig. ^. 




a 



l'aire du segment AMP est don- 
née par la formule 

b iC" , 



En intégrant par parties , on a 



>-" 



■ dx = X \ .7 



24. 
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/: 



x} dx 



— a} -\- a}) d.r 



=z I dr ^.r' — a' -f- «' / , "^^ ■» 



et(n«:U3, i«) 



/ 



y.r 



= l(.r-|-v'-^»— «») + C; 



on a donc 



dx s].x^ — a^ = — ^^ l (.r -h V-^^' — «^ ) -h C. 

On déduit de là 

AMP = ^ Il I • 

2.a % \ a J 

403. Comme dernière application , considérons la cy- 
cloïde AMD engendrée par le mouvement du cercle ANB 
roulant sur la droite BD. Prenons pour origine des coor- 
Fi§. 85. données le sommet A, et pour 

axes la normale et la tangente à 
la courbe en ce point. L'équa- 
tion différentielle de la cycloide 
est alors 




dx 






■ r 



aire AMP == I ydx = j dy \liay— /«. 

Menons MQ perpendiculaire à AB , et soit AQN le seg- 
ment déterminé par MQ dans le cercle ANB. En obser- 
vant que QN = sl'^aj — y^^ nous avons 

segm. AQN =1 dy \j7.ax — y' : 
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donc 

AMP = segm. ANQ. 

Si Ton fait a: = tt «, et par conséquent j^ = 2 a , on aura 

ADG = — -. 

Retranchant cette aire de Taire 2 7ra* du rectangle ABDG, 
et doublant, on aura 

2 aire AMDB = 3na^', 
c'est-à-dire que Vaire compnse entre un arc de cycloïde 
et sa base est égale à trois fois Vaire du cercle généra- 
teur, 

QUADRATURE DES COURBES RAPPORTÉES A DES COORDONNÉES 
POLAIRES. 

404. Si u désigne Faire du secteur COM, on aura 

Fig. 86. , 

>M 2 ' 

/' et étant les coordonnées po- 
T lai res du point M; par suite, 




a = - Çr^dfi, 



cette intégrale ayant pour limites les valeurs de Q qui cor- 
respondent aux points C et M. 

405. Soit comme application la spirale logarithmique, 
dont l'équation est 

on aura 

u = — le dQ=:-. — ^^'"^-f-C^T hC. 

Fig. 87. 

Posons OC = r\ et faisons dans 
la formule r= r'\ il vient 

_ o = ^ -f C, 

4 w 
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par suite , 



COURS d'analyse. 



4w ^ 




Si le point C se meut en rétrogradant sur la courbe, le 
rayon vecteur OC décroît jusqu'à o, et Taire du secteur 

tend vers la limite -, — 
4 rn 

406. La quadrature des aires curvilignes est quelque- 
^'^- 88 fois rendue plus facile par l'em- 

ploi des coordonnées polaires. 

Pour en donner un exemple, 
soi t la courbe qui a pour équation 

( I ) .r' -f- ^3 — axy = o. 

Cetle courbe, connue sous le nom de folium de Des- 
cartes , se compose de deux branches infinies qui se tra- 
versent mutuellement à l'origine, et qui ont pour asymptote 
commune la droite dont l'équation est 

a 

Quand on conserve les coordonnées primitives, la 
question qui nous occupe exige la résolution d'une équa- 
tion du troisième degré j mais si l'on prend l'équation 
polaire de la courbe , en plaçant le pôle au point O , on 
n'aura jamais qu'une seule valeur du rayon vecteur pour 
une direction donnée 5 car Torigine étant un point double, 
l'équation devra être satisfaite pour deux valeurs nulles 
de r, et par conséquent le premier membre sera divisible 
par r^. * 

Si l'on prend Ox pour axe polaire, il faudra remplacer 
X par r cos Q et y par r sin dans l'équation (i) . ce qui 
ïlonnc 

r^ (cos" -h sin^ 0) — ar^ sin 9 rosô r= o, 
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OU bien, en supprimant le facteur r* et résolvant par rap- 
port à r, 

asind CCS 9 

(2) r 



sin^ô + cos^O 
D'ailleurs, u désignant Taire du segment OAM, ou a 



t/O 



r'rfÔ. 



Donc, en remplaçant r par sa valeur, nous aurons 
~^2 ; (cos^Ô-f-sin^Ô)' 2 J^ iios*9{i 



ou bien 

dB 



^ ces' 

(i + tang-^0)'" 



Pour trouver cette intégrale, posons 

dB 
1-4- lang'Ô = z, d'où ^z=3tanc'0 -, 

et , par suite , 

dB 



/tang- B 
(i -f- ta 



^ ces' _ I Cdz I 

I -f- tang^Ô)' ""3J z^""~~3l~^ 



C. 



~ 3( — i-i- tangue) 
En reportant cette valeur dans i/ , on a 

« = ~ 1- C. 

I -4- tang' B 

La constante C devant être déterminée de manière que 

Faire soit nulle pour 0=o,onaC = 7r: par suite 

a^ tanc' 



6 i4-tang3 
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On obtiendra l'aire de la feuille entière, en faisant 
6=; -dans la valeur de u^ qui devient alors -^\ car la 

fraction -^ — —•, que Ton peut écrire — ? est 

?-htang»e ^ r ** i-hcot^ô 

égale à i pour = — 



Digitized by 



Google 



TRENTE-QUATRIÈME LEÇON. 877 
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Rectification des courbes planes, — Formule générale. — Application à di- 
vers exemples. — Parabole. —Ellipse. — Hyperbole. ~ Cycloïde. 



FORMULE GÉNÉRALE. 

407. Si Ton désigne par s un arc de courbe compris 
entre un point fixe et un point de cette courbe, dont les 
coordonnées rectangulaires sont x et y y on a 

Il suffira donc, pour trouver la longueur de l'arc, d'in- 
tégrer la formule ^dx^-h dy* entre des limites convena- 
bles , après avoir remplacé j^ ou x par sa valeur tirée de 
Téquation de la courbe : si y^ par exemple , est fonction 
de x, on prendra 



r= fdxi/i 



dx'' 



RECTIFICATION DE LA PARABOLE. 

408. Si, par exemple, nous voulons trouver la lon- 
gueur d'un arc de la parabole dont l'cjquation est 

il faut dans la formule 

ds = sjdx^ -h ^7% 

où nous supposerons ici x fonction de j, remplacer dx 
par sa valeur tirée de l'équation àiQéTenûe\\ejdy:=pdx^ 
ce qui donnera 



"^ = \/^ -^ ^r' = j&^P' 
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Nous avons donc, si Tare doit commencer au sommet de 

la courbe, 

En intégrant par parties, il vient 



mais on a 



J slp'-\-y' J J SP'^x" 

Par conséquent, en substituant et transposant. 

Or on sait que (n*' 343 ,1°) 



donc 



pj ^p 2 

L'intégrale devant s'annuler pour y = o, on aura 

o=:^lo + C, d'où C = — -1/?; 
en substituant cette valeur dans la formule , il vient 



/' 



sJr'-^P' . p, f x-^s/y'-^p' 



2p 2 \ 



RECTIFICATION DE L ELLIPSE. 



409. Considérons l'arc d'ellipse BM, compté à partir 
du sommet B du petit axe (fig. 83, page 370). 
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De Téquation de la courbe 














^3j2_|- b\x 


'z=.a> 


'h\ 








on lire 


dx 


b^X 










on aura 


donc 


V' 










ds = 


. 1 b'^' 


"*" ^'(fl-^ 


b' 
b^ 




.r^) 


ou bien 
















ds^dxsj\ 




- b')x^ 





^79 



Posons pour simplifier y/a* — b^ = ae^ e désignant Tex- 
centricilé, c'est-à-dire le rapport de la distance focale au 
grand axe : il vient 



ds 



V fi'' — r' 



Observons maintenant que x varie entre o et a : par 
conséquent on aura toutes les valeurs de x en faisant 

x = a sin f , 
l'angle (p variant de o à - : il en résulte 



/ 1 — <?' sm' © , / ■ . , - 

= flrfq> ces © \ / =zad^\J i — 6'' sm' (p . 

' V » cos'<p ^ 



Nous aurons donc enfin 



r9 , 

s = arc BM =: a j dff^i — e' sin' <p . 
t/o 

410. L'intégrale I rf<p y/i — e'sin'ç est une fonc- 
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lion transcendante dont la valeur ne peut être obtenue 
que par un développement en série. La formule du bi- 
nôme donne 

( I — e?' sin' «p )* = I e- sin' © -= e^ sin* © 

1.1.3 I. 1.3.5 ^ . g 

2.4.6 ^ 2.4.0.0 ^ 

On a alors pour l'arc BM 

I e"^ j d <f sin' <p y e* j cl r^ sin' «p 

Les intégrales du second membre s'obtiendront en substi- 
tuant (fkx dans la formule (G) du n*' 371, ce qui donne 

/COSœr . W — I . 
sm*" ^d(ûz= sm"-' <p H sin'""^ © 
^ ^ //i L /w— 2 ^ 

/ \j (w— i)(w— 3) . , (/w — i)(/w — 3). ..5. 3.1 . I 

^ (W 2)(/»--4) (/W — 2}(W— 4)- • -^-^ J 

(/w — i)(/w — 3).. 5.3.1 «p 

(w — 2){i?î — 4)--* 4-^ '^ 

Ou ne met pas de constante arbitraire parce que cette 
intégrale doit commencer à zéro. 




411. Si Ton veut avoir le quart de Fellipse, il faudra 
faire y = ~ dans toutes les intégrales. Cette substitution 



2 

effectuée dans la formule ( 2 ) donne 



X 



., . , . .3.5. . .(/71— 3)(/W— l) TT 



sin"' (pd(o = 



2.4.6.. 
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« On aura alors 






TZ I „7^ II .I.StT I.I.3 I.S.StT 

; _ ___ ç* __ , £S ___ ■ Q^ _____^__- _ « 

2 2 2 2i 4 2.42 2.4-6 2.4-62 



et par suite 



série convergente, et d autant plus convergente que e est 
plus petit, ou que a diffère moins de h. Lorsque Tel- 
lipse s'écarte peu du cercle décrit sur le grand axe, il suffit 
de calculer un petit nombre de termes de la série. 

412. On aurait pu parvenir à ce résultat sans recourir 
à la formule (2). En effet, si, dans la relation 

/siD-^wcDS© , m— I r. ^, , 
sin'"q)e/(p = : ^--\ ; — ^ Ism'^'cpfi?^, 

on prend les intégrales entre les limites zéro et - 9 on 



aura 



Jo t/O 



On aura de même 



ï 



^ ^ 22 



Par suite, en multipliant toutes ces équations terme à 
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Xerme, on aura , 



I 



m [m — 2j ^.0.1 



et substituant dans la valeur de 5, on retombera sur 1<» 
résultat déjà trouvé. 

413. Il est facile de trouver sur la figure F angle y 
donné par l'équation 

X = fl sin y . 

Or, si Ton décrit sur le grand axe de Tellipse comme 
diamètre une circonférence {fig* 83, page 370) et que 
l'on joigne ON, on aura 

OP=:c = ONcosPON= flsinCON; 
par conséquent l'angle CON est l'angle y. 

RECTIFICATION DE l'hYPERBOLE. 

414. Dans le cas àe V hyperbole , représentée par l'é- 
quation 

oa a 

Posons , pour simplifier , 

\a'^ -\- b^ z= ae , 

e représentant le rapport de la distance focale à l'axe 
iransverse. Il viendra alors 



/Éf' x'^ — a"' 

ds := dx i / • 

V X' — a'' 



Changeons de variable, et, comme x varie entre a et 
l'infini , posons 

a 



X = - 

COS'f 
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(f variant de o à — On aura 



COS'cp 

et , par suite , 



COS'(p 

Donc 



, aed 9 I ces'© 

V^a^e^ — fl'cos»(p = — r-i/i r--* 

^ ^ ces' y V é^ 



5=:arcAM= I ae — f- 1/ ' r" 

Jo <^os ? V ^' 

Pour obtenir cette intégrale, on développera le radical 

i/ 1 ~ par la formule du binôme, et il viendra 

[I COS'<p ï I cos*<p ~| 

I.I.3.. . (2/1 — 3)cos^"(p r 

"^ 2.4.6... 2/ï 6'^" '"J 

d'où l'on déduit 

I I cos'y 



2 e''' e Jo 



2.4.6 e* 



Il reste à intégrer des expressions de la forme cos'" ç d(f , 
m étant pair. On y parviendra en changeant, dans la 

formule (2) du n° 211 , ç en ^. 



RECTIFICATION DE LA CYCLOIDE. 

415. On a, en prenant les mêmes , coordonnées que 
dans la leçon précédente (page 372), 



■=dr^l 



,,^HrJ^.f^, 
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par suite , 



En intégrant cette formule entre les limites o et y^ il 



vient 



f = arc AM = i s[^ j — ~= = 2 ^aâ v^X • 
Jo 2 Six 

Menons, au point M, la tangente à la cycloïOe, et 
^'g' 89. limitons-la au point T où elle 

rencontre Taxedesa:. Nousavons 
— {n*>246) 

MT = )frâj ; 
par conséquent, 

À T P ^ 

arcMA = aMT, 

propriété déjà connue (n^ 231). 

Si Ton veut avoir la longueur de la demî-cycloïde , il 
faudra faire j= 2 a, ce qui donnera 4 « pour la longueur 
cherchée. 
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TRENTE-CINQUIÈME LEÇON. 

Cubature des solides» — Solides de révolution. — Application à divers 
exemples.— Volumes engendrés par la révolution d'une ellipse, d'une 
cycloïde. — Volumes qui s'obtiennent par une seule intégration. — Vo- 
lumes terminés par des surfaces quelconques. 



CUBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. 

MQ, Soit V le volume engendré par la révolution de 
Taire plane CAMP tournant autour de l'axe Ox, En don- 
nant à a: un accroissement Ax = PP', le volume V 
prendra un accroissement AV égal au volume engendré 
parMM'PF. 

Or, en supposant que y croisse constamment dans l'in- 
tervalle MM', AV sera compris entre les volumes des 
cylindres engendrés par la révolution des rectangles MIPP, 
KM' PP' -, nous aurons donc , en désignant par Y l'ordon- 
née M' P', 

OU bien 



Fig- 90- 



K M', 



P P' 



AV 
Le rapport — est donc com- 



pris entre deux quantités qui 
convergent Tune vers l'autre, à mesure que Ax décroît^ 
par conséquent on a^ à la limite, 



ou bien 






^ = 7r / x'dr 



I. 
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U faudra donc tirer de l'équation de la courbe la va- 
leur de y en fonction de a:, et intégrer entre des limites 
qui correspondent aux extrémités de l'arc générateur. 

417. Le volume engendré par J'aire CMM'C est la 
différence des volumes engendrés 
par les aires CMPA et CJW PA. 
Alors, en désignant MP par y 
et M'Ppar j', on a 





Pi§- 9»- 




y 






M 




> 




^ 




i 




!jr 





A 




P" X 



OU bi(?n 



V = îr Ç[y'-y")dx. 



CUBATURE DE l'eLLIPSOIDE DE RÉVOLUTION. 

418. Soit V le volume engendré par la révolution d'une 
^^' 92. portion AMP d'ellipse tournant 

autour du grand axe. L'équation 
de l'ellipse rapportée à son axe 
et à la tangente au sommet, est 



par suite, 

(■) v = -^£(,«..-..').. = ^(..-J). 

Si Ton fait jî= aa, on aura le volume de l'ellipsoïde 
entier, savoir 



(2) 



^ ^b*(, , San 4 ,, 



Pour obtenir le volume engendré par la demi-ellipse 
tournant autour du petit axe , il faudra changer 6 en a et a 

en i , ce qui donnera ^Tta'i : on voit que ce volume est 
plus grand que le premier. 
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En faisant b = a dans ces formules , on trouve - Tra^ 

pour le volume de la sphère , et ^^ pour le vo- 
lume d'un segment sphérique à une base. 

VOLUME ENGENDRÉ PAR LA RÉVOLUTION d'uNE CYCLOÏDE. 

419. Prenons pour axes la tangente au sommet et la 
% 9^ normale en ce point. Considé- 

rons le solide engendré par le 
segment AMP tournant autour 
de Taxe Ax. 

L'équation différentielle de la 
— ^ cycloïde étant (n** 401 ) 




on aura 



y zzz'K \ ydy sj'x ay — /% 
•/o 

ce qu'on peut écrire 

La première intégrale représente la surface du segment 
AQN (n*^ 401). Pour obtenir la seconde, posons 
^ay r*=5J, d'où 2 (a — y)^y =^dz : nous aurons 

et, par suite, 

3 

V .= Tza segm AQN •^^{^ay —y'') . 

Le volume engendré par AQM tournant autour de Ax, 

a5.. 
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s'obtiendra en calculant la différence des volumes engen- 
drés par le rectangle APMQ etla portion de surface AMQ. 

VOLUMES QUI PEUVENT s'OBTENIR PAR UNE SEULE 
INTÉGRATION . 

420. On peut encore, par une seule intégration, ob- 
tenir le volume d'un corps lorsque Faire de la section 
faite dans ce corps par un plan parallèle au plan yOz est 
fonction de la distance de ces deux plans. 

Supposons d'abord les axes rectangulaires : soient u et 
Il H- Au les sections faites dans le corps par deux plans P 
^^ 94 et ?', parallèles au plaù 

yOz^ et dont les distances 
^^^^'X,^ à ce dernier sont respecti- 

\ vement j: et o: -h Ax. L'ac- 
) ^ croissement A V du volume 
y correspondant à l'accroisse- 

4 "^^^ ment Ax de l'abscisse , sera 

compris entre les cylindres 
droits qui auraient pour bases respectivement « et m -h Aa, 
et A x pour hauteur 5 c'est-à-dire que Ton a , en supposant 
Au positif, 

«A«<:; AV<;(tt-hAa)^^> 

d'où 

Or, k la limite, Au est nul 5 on a donc 

— = M, OU dV z= udJc. 

Cette démonstration suppose que les deux cylindres ne 
se coupent pas. Si ces deux cylindres se coupent, ils ont 
une partie commune qui a pour base u — a , a étant une 
quantité très-petite, et qui s'évanouit en même temps que 
Ax. De même, cette partie commune augmentée des par- 
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lies excédantes de part et d'autre, forme un cylindre qui 
a pour base u -|- ê , 6 s' évanouissant avec Ax, Or A V est 
évidemment compris entre ces deux quantités : par suite 



et en passant à la limite , 

dV 

— z=z u, OU dV = ndx. 

Le volume compris entre deux plans parallèles k yOz 
menés à des distances a et fe, s'obtiendra donc par la 
formule 



-X 



ud.v. 



Pour obtenir le volume du corps entier, il faudra mener 
des plans tangents parallèles hyOz^ et prendre pour li- 
mites de l'intégration les distances de ces plans au plan 
yOz. 

421. Supposons maintenant que l'axe Oj: ne soit plus 
perpendiculaire au plan des sections. En comparant le 
volume compris entre deux plans parallèles kyOz et la 
surface, avec un cylindre oblique qui a pour base u et pour 
hauteur la distance des deux plans représentée par dx sin X, 
X étant l'angle que font les plans de section avec l'axe Ox, 
on a alors 

dY = udxsiD > , d'où V = sin X^ udx. 

On pourrait facilement démontrer cette formule avec la 
même rigueur que la précédente, mais nous croyons inu- 
tile de nous y arrêter. 

422. Soit, par exemple , un cône à base quelconque : 
prenons pour axe des x la perpendiculaire OC, abaissée du 
sommet sur la hase, et pour plan dcsyz un plan mené par 
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le sommet parallèlement au plan de la base ; appelons h la 
Pig- 9^ hauteur du cône et b sa base. En 

menant à une distance OP = x 
^^ un plan parallèle kjOz^ l'aire 
de la section sera, d'après un 

théorème connu, u = -^. Donc 

^ «/o 

et en faisant x = A, on a, pour le volume du cône -,-• 

423. Soit encore un ellipsoïde rapporté à ses axes 
principaux , 




X' 

à' 






La section GPH faite dans l'ellipsoïde par un plan paral- 
Pig' 96- lèle auplan jOz, mené à la dis- 

tance OP = Xj a. pour équation 

^ On aura, pour ses demi-axes , en 
faisant successivement z = o , 




De sorte que Taire de la section est 

^bc(^l^Çj::='^{a^-^x^), 

d'où Ton déduit, pour le volume V du segment compris 
entre les plans y 0-2 et GPH, 
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Pour obtenir le volume de la moitié de l'ellipsoïde , on 
fait, dans la formule précédente, x = a, et il vient 



Le volume entier de rellipsoïde sera donc exprimé par 

4, 
3 



: TU abc , 



424. Considérons maintenant un ellipsoïde rapporté à 
trois diamètres conjugués obliques. Son équation est de 
la forme 

ar» :^ il — 

La sectionfaite par un plan parallèle kyOz^ à une dis- 
tance égale à jr, est une ellipse ayant pour équation 

J» g2 ^/l _ j,t 



b'^ ^ c'» ~ fl'» ' 

et les demi-diamètres conjugués auxquels elle est rap- 
portée, ont pour longueurs 

donc en désignant par 9 Tangle que font entre eux ces dia- 
mètres , on aura pour la surface de la section considérée 

n = — -- fa'* — x^) sin 0. 

Par suite, on aura, pour le volume du segment d'ellip- 
soïde , 



,^ iT^'c'sinÔsinX /*', . 



it b' c' sin Ô sin \ 
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et pour l'ellipsoïde entier 

^ TT fl' ^' c' sin Ô sio X. 

425. En comparant cette expression du volume de l'el- 
lipsoïde à celle qu'on a obtenue précédemment, on trouve 

fl' b' d sin Ô sin X = abc , 

équation qui démontre que tous les parallélipipèdes con- 
struits sur les diamètres conjugués d'un ellipsoïde sont 
équivalents au rectangle construit sur les axes. On en 
déduit aussi 

Tzahc = lia' b' c' sin Q sin X , 

c'est-à-dire que tous les cylindres circonscrits à l'ellip- 
soïde et dont les bases sont parallèles aux plans des courbes 
de contacts sont équivalents entre eux. 

VOLUMES TERMINÉS PAR DIVERSES SURFACES. 

426. Imaginons maintenant une surface quelconque 
CDEF dont l'équation soit 

F(X, J, z)=rO. 

Supposons que deux plans parallèles h yOz^ menés aux 
% 97 distances O A = a, OB = i , 

coupent la surface suivant 
les courbes CD etEF. Ima- 
ginons encore deux cylin- 
dres droits 

qui aient pour base , sur le 
planyOa:, les courbes RV 
et ST et coupant la surface suivant les courbes CF et DE. 
On pourrait se proposer de trouver le volume DCFERVTS, 
mais il vaut mieux rendre la question plus générale en 
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considérant une seconde surface D' G' E' F' , dont l'équa- 
tion est 

et chercher le volume CDEFC'D'E'F'. 

Pour cela, menons à une distance arbitraire a: =OQ, 
comprise entre a et &, un plan parallèle kyOz^ et déter- 
minons l'aire de la section GHH'G'. Or cette aire plane 
est comprise entre deux courbes dont les équations 

s'obtiennent en faisant, dans celles des deux surfaces, 
la variable x égale à la constante OQ. Elle aura , par con- 
séquent, pour différentielle (^ — Zi)dy^ z et z^ étant, 
d'après les équations (i), des fonctions de y correspon- 
dantes à une même valeur de cette variable. On aura donc, 
en intégrant entre les limites j^ et^i , 

aire GHG' H' = / * (z — z, ) rfj- 

Ainsi z — z^ étant une fonction dej^ dans laquelle x entre 
comme constante, on trouvera pour l'intégrale indéfinie 



/' 



(z — z,)rfj = 7r (a?, jr)-f-C. 



On fera, dans cette fonction, J = <f (x) et j^ = (|; [x) suc- 
cessivement, X étant regardée comme constante, d'où on 
déduira 

I (z — z.)fif/ = aireGHH'G'=7r[j:,,Kj:)] — 7r[ar,ç(ar)], 

résultât qui ne dépend que de x. 

En regardant de nouveau x comme variable , on aura 
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pour le volume demandé , 

a Ja •/ç? {x) 

^ 427. Lorsque les deux surfaces cylindriques se rédui- 

^ /)*v^ ^^^^ ^ ^^^ plans parallèles k zO^ ^ y (a:) et ij; (x) ne sont 

'^^ /^ plus que des constantes c et e , indépendantes de la valeur 
OQ de a:, et la formule se réduit à 



fJ a *y c 



{z-^z,)dy. 



428. Si la surface inférieure se confond avec le plan 
xy^ on aura ^i = o, et l'expression précédente devient 

I dx j zdy, 

ce qui donne le volume compris entre une surface quel- 
conque , le plan xj , deux cylindres parallèles à l'axe des-? 
et deux plans parallèles au plan zOjr. 

429. Ce qui précède peut servir à déterminer le volume 
d'un corps quelconque terminé de tous côtés par une 
surface dont l'équation F (x, y, z) = o est connue. 

Imaginons un cylindre circonscrit à la surface, parallè- 
lement à Taxe des z-, comme en chaque point (jc, J? ^) 
de la courbe d« contact, le plan tangent 



est vertical, on a 



dz 



L'élimination de z , entre celte équation et celle de la 
surface, donne une équation 

+ (^» 7) = o? 
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qui représente la trace du cylindre sur le plan yOx. Cette 
^- 98. courbe est, par hypothèse, une 

courbe fermée, et en la coupant 
par un plan parallèle kyOz^on 
aura deux ordonnéesj- = (p (j:) 
et y^ = (pi (x) représentées sur 
la figure par QI, QK, et ana- 
logues aux lignes de même nom 
dans la question précédente. 
De même , ce plan sécant déterminera dans la surface 
une courbe fermée, et si z = MP , z^ = M' P sont les deux ^ 

valeurs de z correspondant à la valeur y = PQ, Faire 
de cette section sera exprimée par 

Si maintenant on désigne par a ex. b les distances du 
plan jOz aux plans tangents à la surface , qui lui sont 
parallèles , on aura pour le volume du corps 



l'-j'^^- 



• )'ir- 
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TRENTE-SIXIÈME LEÇON. 

iDt^rales doubles. — Intégrales triples. — Théorème sur Tordre des in- 
tégrations. — Quadrature des surfaces courbes. — Aire des surfaces d« 
révolution. — Application à la sphère, à Tellipsoide. 



DES INTÉGRALES DOUBLES. 

430. Toute expression où il entre deux intégrales 
relatives à des variables différentes, comme celles que 
nous avons obtenues à la fin de la dernière leçon , est ce 
que Ton appelle une intégrale double. 

Une intégrale double est définie lorsqu'on assigne les 
limites des deux mtégrations. Elle est indéfinie dans le 
cas contraire, et on la représente alors simplement par 

z dxdy. 



fP 



431. Une intégrale double 1 dx j z/^estlali- 

Ja ^f (x) 

>^ mite de la somme de tous les produits de la forme zAx Ay 
^ entre les limites des deux intégrations. 

I zdy étant l'intégrale définie de zdy 

prise entre les limites (p [pc) et i|; {x) de y^ x étant re- 
gardée comme constante, on a, d'après un théorème 
démontré (n** 375) , 

zdy = lim > z A ^ . 

Par conséquent, en multipliant par Ax et faisant varier 
X depuis x= a jusqu'à x=b^ il vient 

zdjr =^ Ao: lim 2 z A j. 
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Or, si les valeurs de x se rapprochent de plus en plus, 
on a 

A X f zdy z=2 \ dx \ zdy ; 

Jf (x) Ja J<j) {x) 

d'un autre côté, x étant regardée comme constante, dans 
^z Aj^jon a 

lim\^ A j:liin ^^ »A/ = lira ^ll^"^ 51^^-^ ^^^ 
ou bien 

Donc enfin on a 

ce qu'il fallait démontrer. 

432. On peut d'ailleurs démontrer ce théorème par 
des considérations géométriques. Soit 

l'équation d'une surface : l'intégrale double 



•/<l «/ O I 



zdy 

9 W 



représente , comme on Fa vu au n** 428 , le volume V 
compris entre cette surface , le plan xy^ deux cylindres 
parallèles à Taxe des z et deux plans parallèles au plan 
zOy. 

Soient M et M' deux points voisins quelconques sur la 
surface. Construisons le rectangle Vp dont les côtés 
parallèles aux axes Ox et Oy soient conduits par les 
points P et P', pieds des parallèles à l'axe des z menées 
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par M et M'. Les plans MPp, mpV, M'P'p' et m'p'P 
^' 99- coupent la surface suivant un 

quadrilatère courbe MM': le vo- 
lume V est la somme des solides 
analogues à MP', terminés aux 
limites convenables. SoitMP=z 
et soient z — a la plus petite, et 
-^ -h 6 la plus grande distance 
des points de la surface au plan xy dans toute l'étendue 
du quadrilatère courbe M wM'm'. 

Le volume MP', que nous désignerons par AV, est 
compris entre les deux parallélipipèdes rectangles ayant 
pour base commune Pp' et pour hauteur z — a et ^ -f- 6 5 
comme d'ailleurs le rectangle Pp'= AorAy, on aura 

(z — a) AjcAy <AV<(3 — gj^AorAj, -"^ 

ou (3_a)<^^<(s-f-6). 

Mais a et S s' annulant avec Ax et Aj , on a 

Par conséquent 

AV = zA«Ay (H->î), 

Yi devenant nul en même temps que Ax et Aj, 

Pour chaque valeur de Ax, on a une infinité de valeurs 
de Ay qui produisent dans le solide une tranche , dont le 
volume sera représenté par 

2zAa:Aj(i-h>î). 

Puis en faisant variera:, c'est-à-dire en prenant les autres 
valeurs de Ax , on a une suite de tranches dont la somme 
donne, quand on passe à la limite, le volume V, et par 



lim = z. 

Aa? Aj 
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conséquent, 

V = lim yy 2Aar A/ (i-h >ï). 
Mais 

Or 

yy^ >i z A JT ^x = o. 

En effet, en supposant tous les points M, M', etc., assez 
rapprochés les uns des autres, on pourra toujours faire 
en sorte que pour chacun d'eux on ait y? <[ e , e étant une 
constante arbitraire que l'on peut supposer aussi petite 
que l'on veut. Par conséquent 

2^2>ïzAarA/<2262^*^r, ou <C^s'^l^^zàxAy. 

Or cette dernière quantité est nulle à la limite , puisque £ 
peut être pris aussi petit que l'on veut, et que d'ailleurs 

yy zAxAf a une valeur finie. Donc enfin 

a Jf{x) ' ^^^^ 

INTÉGRALES TRIPLES. 

433. SoitU=/(x, y, z) une fonction de trois va- 
riables indépendante s x^y^ z, yw^ 

Si l'on intègre la différentielle y (x,j^, z) dz par rap- 
port à z , c'est-à-dire en regardant x et j^ comme des 
constantes , et si l'on fait varier z entre deux limites re- 
présentées par deux fonctions de x et Aej^ savoir f(j:,j^) 
et F (j:, j^) , on aura l'intégrale 

/ /{'e,y,z)dz, 

qui sera une fonction àe x elAey, 



!^\fbi 11. / ^h 
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Considérons maintenant x comme constante dans la 
fonction 

/(x, y,z)dz. 

.y) 

Intégrons cette fonction par rapport à j^ en faisant varier 
y entre deux limites représentées par y [x) et (|/ [x) : on 
aura l'intégrale 

' dy I /{x,r,z)dz, 

qui sera une fonction de Jc . 

Enfin , si Ton intégre la différentielle 

dœ I dy \ /(^,r, 2)ûC5, 

par rapport à x , en faisant varier x entre deux limites 
quelconques a et fe , on aura pour résultat 

\ dr j dy j f{x,y^ z)dz, 

a Jf(x) Jî{x,y) 

cette expression se nomme intégrale triple^ on la repré- 
sente aussi par 



/ / \f{^,y,^)dxdxdz. 



On concevra de même une intégrale d'un ordre quel- 
conque. 

On démontrera encore, dans le cas de l'intégrale triple, 
que 

dx j dy I f[x,y,z)dz 

a J<p(x) Ji{x,y) 

= lira 222-^ (■''' •^' z) A^AjAz. 
La démonstration étant tout à fait semblable à celle que 
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nous avons donnée pour une intégrale double , nous nous 
dispenserons de la répéter ici. 

THÉORÈME SUR l'oRDRE DES IMTÉGRATIOJNS. 

434. Nous avons obtenu, précédemment, pour l'ex- 
pression du volume compris entre deux surfaces, deux 
cylindres parallèles à Taxe O^ , et deux plans parallèles 
au pian des (/, z): 

a J f (x) 

Ici l'ordre des intégrations n'est pas indifférent. Ainsi, 
l'on n'obtiendrait pas , en général , le résultat cherché par 
la formule 

f (x) Ja 

Toutefois , si (f (x) el^ (x) sont des constantes a ' et b\ 
c'est-à-dire si les deux cylindres parallèles à F a xe des z TN" 
se réduisent à deux plans , il sera indifférent de commen- 
cer par l'une quelconque des deux intégrations; car, en 
répétant les raisonnements du n** 426, on voit que le 
voltune en question a tout à la fois pour mesure l'une 
quelconque des expressions 

I da: \ [z — z')dr ou i dy l [z-^z')dœ. 
a nJa' Ja' J a 

DE l'aire des surfaces courbes. 

435. On appelle aire d'une surface courbe, terminée 
à un contour quelconque, la limite vers laquelle tend 
l'aire d'une surface polyédrique composée de faces planes, 
qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent à devenir 
tangentes à la surface considérée. On suppose d'ailleurs 
que le contour qui termine la surface polyédrique se rap- 
proche indéfiniment de celui qui limite la surface courbe. 

Nous allons d'abord démontrer l'existence de cette 
limite. 



Il ^ ]'' 



ii.4:v»^^ -«:- c- ,* • ^'-^.^^i \ 



v^-^ 



Usu % ^>'^ '^^î)igid/y Google 
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Prenons sur la surface deux points M (jc, y, z), et 
M' (a: -f- A x, y + Aj, z -h Az ) . Soient P et P' leurs pro- 
^'^- »oo- jections sur le plan xOy. For- 

mons le recungle P'^'= AxAy 
dont les côtés soient parallèles à 
Ox et à Ojr^ et concevons un 
prisme indéfini ayant pour base 
ce rectangle, et dont les arêtes 
soient perpendiculaires au plan 
des (x,^). Ce prisme inter- 
cepte sur la surface donnée un quadrilatère curviligne 
/ MM' , et sur l a^surfaçe polyédrique une aire co qui , si 

^ elle n'est pas plane, sera composée jde particsjjlanes 

a , a', a", etc. 

Or, puisque les plans de toutes ces surfaces tendent in- 
définiment à se confondre avec le plan tangent en M à la 
surface , si 6, ô', 6", etc. , sont les angles formés par les 
plans des éléments^, a', a'\ etc., avec le plan des (x,/), 
et si X est l'angle que forme ce dernier plan avec le plan 
tangent en M , on a 

cos = cos À ( 1 + a ) , . cos 0' = cos X ( I H- a'), . . . , 

a , a', etc. , tendant indéfiniment vers zéro en même temps 

que Ax et Ay. Mais le rectangle PP' est la somme des 

^' projections d e tous les trîang^les dont nous parlons . Donc 

Aar A/ =: fl cos X (i -h «)-+- «' ces X (i + a')-+- «"cos X (i +a")+. . ., 



ou 



^ =r a -h «' + «"+. . . -4-(fla-h«'a'4-tf"a"4-. . .), 



cosX 



ou 5 comme a -+- «'+ a"-+- . . . = w , 



A.r àjr 
cosX 



= wH-(aa-4-a'a'-f-fl"a" + . . .) 



En opérant de la même manière dans toute l'étendue 
de la surface, on aura un certain nombre d'équations ana- 
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logues à celle-ci, et en les ajoutant membre à membre, 
on aura 

Donc 

lira V ^ = lim2)» "^ lim ^(^a + ^'*' -^ a" t»!' ->r . . ). 

Or 

lim2)(ûa-4-a'a'4-a"a" + ...) = o> 
d'après le théorème démontré n^ 1 69^; donc %w ' f ^ 

On voit par là que ^^ w ou la surface polyédrique a une /^ 

limi te. 

436. Ainsi, en appelant A Faire de la surface, on a 

J J cosX 

Si ^ et ^ sont les dérivées partielles ;t- et — tirées de l'é- 
quation de la surface, on a 

ces A = — î 

et il vient 



•=//^ 



14-/?'-+- y' «te ^7. 

Si la surface est limitée aux plans x = a, x = b et aux 
cylindres jr = (f {^x) ^ j = ^ (x) , on aura 

Xb n^{x) , 
dœ j y^H-^'4. g^dy-y 
Jf (x) 

la marche par laquelle on parvient à ces limites est la 
même que celle que nous avons déjà suivie dans une autre 
<Iuestion (n°4f27). 
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AIRE DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 

437. L'aire d'une surface de révolution peut s'obtenir 
par une seule intégration. 

Soit CMD une courbe plane qui , par sa révolution au- 
tour de l'axe O j:, situé dans son 
plan, engendre la surface dont 
onveutavoirl'aire. SoitCMM'D 
un contour polygonal inscritdans 
cette courbe. On peut considérer 
Faire de la surface comme la li- 
mite vers laquelle tend la somme 
des surfaces{des troncs de cônes engendrés par le contour 
polygonal, lorsque ses côtés décroissent indéfiniment, en 
même temps que leur nombre augmente jusqu'à l'infini. 
Soient donc 

M{x,y) et M'(jr-+- Ao:, ^-h A/), 

deux sommets consécutifs du contour polygonal. La sur- 
face décrite par la révolution de MM' a pour mesure 

- MM' (circMP -f- cire M' F ) 

2 ^ 




OU 



7r{2^-h ^jr) Ajc 



v^^- 



Mais comme 



iim(.r+^/)v/'+(gy=»V'-^(£y' 

il s'ensuit que l'expression de la surface du tronc de cène 
sera 

a désignant une quantité qui s'annule avec Ax^ et, par 
suite, la surface décrite par le contour polygonal aura 
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TRENTE-SIXIÈME LEÇON. 4^5 

pour mesure 

En désignant par A la surface cherchée , on aura donc 
A =. lim^* 2 ny i / i + -^^ Aar -+- 2 tt/ lim \^ a Ax. 
Mais lim 2 «^ ^ = o (11'' 169) , et 

donc 



A=jr ..^rf.y/,+ (gy, 

a et & étant les abscisses des extrémités de l'arc CD. 

En désignant par 5 un arc compté à partir d'un point 
iSxe, on a 

Donc A= 2n l yds, 

SURFACE DE LA ZONE. 

438. Comme application cherchons la mesure de la 

^^- '°^- zone engendrée par la révolution 

yl de Parc de cercle CD autour du 

-^ ^ diamètre OL. Soit 

l'équation du cercle. A étant la 
surface de la zone, si OA = a, 
et OB = & , on aura 




= / '^J \/ ï-^-~'^'^= 1 2 7rRf/.r, 
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4o6 COURS d'analyse. 

donc enfin 

A= 27rR(ft — a)=:27rRX AB, 

résultat connu. 

Si l'on veut avoir la surface de la sphère entière, il fau- 
dra intégrer depuis x= — R juscpi'à x = R , ce qui don- 
nera Texpression connue 4^^ R*- 

SURFACE DE l'ellipsoïde DE RÉVOLUTION . 

439. Comme second exemple, soit l'ellipse OAB. 
Fig. io3. Supposons qu'elle tourne autour 

d'un de ses axes OA, et cher- 
chons à évaluer la surface engen- 
drée par la révolution de l'arc 
BM, qui commence à l'extré- 
mité B de l'autre axe. On aura 

A = 




--rv-(iy 



dx. 



Or l'équation de l'ellipse, a*j* + &* a:* = a* &% donne 

djr b^'V 

dx fl'jr 

d'où 



\/-(£)'^ 



s]a^ y^-\- b*x- 



Remplaçant dans cette expression a^y^ par a* è* — i' x^^ 
il vient 



^'<i)- 



dy\ h^a''-'[a}'—h'')x' 



a}y 



Supposons d'abord que l'on ait a^b^ c'est-à-dire que 
l'ellipse ait tourné autour de son grand axe. Posons 

^ à^ — b^ z=iae. Il vient alors 



V'<th 



bsjà'-'i 



a^y 



ay 
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TRENTE-SIXIÈME LEÇON. 4^7 

par conséquent , 

b r^ y 

Jo 



Or(n°398) 



2 
donc 

A 



= l -^ 1/ T — -^ -+- — arc sm — | • 



440. Si l'on fait dans cette expression 0:= a , et si l'on 
prend le double du résultat, il vient 

,, iTtba 

27r 0^ H arc sm e 

e , 

pour la surface totale de Pellipsoïde. 

Si e = o , l'ellipsoïde devient une sphère , et en remar- 
i. arcsin<? 
quant que lim = i pour e = o , on retrouve 4 tt a' 

pour la surface de la sphère. 
441 . Soient maintenanta<; A et y/è* — a* = ie : on aura 

A = 27r / rdx -1 — — ^^ L — 



y 

.Ttb r^ , . 

— p I d,T v/«*-F b' é^.x'' 

t/o 



^ J V ^'e' 

Or 

donc 
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4o8 COURS d'analyse. 

Comme celte intégrale doit être nulle pour j: = o, on 

aura C = — 1 r-? et , par suite, 






he 



A = ^^| •rl/-^. + .r»+^ 1 



\/z^.+'-' 



b'e' \ à^ 



Si l'on fait x = a , on aura en doublant 

2 7rft'V^û'-f-^"'e'H 1 ( ^^ 1, 

pour la surface totale de lellipsoïde. 

442. Si l'on suppose e = o, on voit, en développant 

par la formule du binôme , que 

, [he -4- si a- •+■ h"" e? ) 
log' ^ 

lira =: I . 



On retrouve ainsi 4^^* pour la surface de la sphère. 



FIN DU PREMIER VOLUME. 
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ERRATA. 



Page 3, ligne \\, au liea de exprimées, lisez exprimées ana- 
lytiquement. 

k k 

Page 8, ligne 22, au lieu de lim -5 lisez lim — 

k h 

Page gi, ligne 6, au lieu de pour toutes les autres valeurs, 
lisez pour toutes les valeurs. 

Page 208, ligne i4, «a Heu de -^ , Usez-^* 

dx dx^ 

Page 25 1, ligne 2, au lieu éfe tangente, lisez tangente MT. 

Page 3oo, ligne 1 1, au lieu de — 1 (c'LZlfî ) , 

2a \ x-^aj 

lisez -LlL^^]. 
2 /i \ .r — a / 
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